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Uvod

Ustiednim tématem prace je problém tii téles. V tivodni kapitole jsou popsany historické objevy, které
vedly k souCasnému poznani v problému tii téles, v historii snad nejvyznamnéjsimu problému nebeské
mechaniky vibec. Dalsi kapitoly jsou vénovany zejména prikladim, které souvisi s omezenym kruhovym
problémem tii téles. Tato bakalarska prace muze slouzit jak pro studenty vysoké skoly, ktefi se seznamuji
s problémem t¥i téles, jako doplikovy materidl zejména z hlediska simulaci a rozboru postupu prikladi,
naptiklad u prednasek Zaklady astronomie a astrofyziky I, Nebeska mechanika I. Mohou ji vyuzit i nadani
studenti stfednich skol, kteri maji zajem o astronomii a nebeskou mechaniku.

P1i vypracovani prace byla pouzita zejména literatura [I], [2] a [3], kterd muze byt pouzita k dalsimu
studiu daného tématu. Velice péknym zptisobem je vypracované kratké skriptum zabyvajici se lagrange-
ovskou mechanikou [4]. Piikladem dal$i rozsifujici literatury, kterd se vénuje problému ti{ a vice téles je
[0], kterd se ovsem vénuje zejména problému ¢tyf téles a problematice vypousténi druzic k jinym pla-
netam. Publikace pro stfedoskolské studenty [6] a [7] byly pouzity zejména k odhadu mozné néro¢nosti
prikladt, kterou muze stredoskolsky student vyresit. Ke zpracovani kapitoly o vyvoji a tvaru dvojhvézd
byla pouzita [8], kterd se vénuje pravé stavbé a vyvoji hvézd.

Klasifikace prikladi

Priklady jsou v ramci prace rozdéleny do nékolika skupin. Prvni skupinou jsou stredoskolské priklady
(oznacené SS), které jsou na trovni bézné vyklddaného uciva na gymndziich. Komplexnéjsi stiedoskolské
piiklady (SS+) jsou jiz slozitéjsi tim, Ze se predpokldda bud netrividln{ slozen{ vice fyzikdlnich principt,

rencialni pocet. Priklady oznacené jako vysokoskolské (Vé) pak jiz vyzaduji dobrou znalost diferencidlniho
poctu, transformaci kfivocarych soutradnic, varia¢niho poctu, Hamiltonovych rovnic apod.

Simulace a applety v programu
Wolfram Mathematica

V réamci této bakalarské prace byly vytvoreny applety a simulace znazornujici nékteré tilohy a problémy
v grafické podobé v programu Wolfram Mathematica ve verzi 8.0.4.0. VSechny jsou vytvorené ve formatu
Notebook Mathematica (pfipona .nb) a ndsledné byly vsSechny exportované i do volného formatu, ve
kterému firma Wolfram nabizi zdarma prohliZe¢ ke staZeni na jejich strankachl] a to Computable Do-
cument Format (pfipona .cdf), takze mohou byt alespon prohlizeny bez nutnosti vynakladéni financi na
tento program. Format CDF ovSsem neni editovatelny a slouzi pouze pro prohlizeni, pripadné v ném lze
meénit parametry, které byly pro tuto moznost predpripraveny. Simulace ale jde editovat ve formatu .nb.

"http://www.wolfram.com/cdf-player/

3 /[60)


http://www.wolfram.com/cdf-player/

KAPITOLA 1. HISTORIE PROBLEMU 3 TELES

1. Historie problému 3 téles

1.1 Z historie nebeské mechaniky

Nasi predkové pozorovali nebeskou oblohu uz od pradavna, pojem nebeské mechaniky se vSak vaze az
k aplikaci klasické mechaniky na pohyby nebeskych téles na zakladé sil. Proto se historii nebeské mecha-
niky, a tim i historii problému tii téles, budeme zabyvat od dob Keplera dale. Historie je utvarena lidmi,
kteri ji buduji, a proto se na ni podivejme, alespon stru¢né, z hlediska osobnosti s ni spjatych.

1.2 Johannes Kepler

Johannes Kepler se narodil 27. prosince 1571 v méstecku Weil der Stadt v Némecku a zemrtel 15. listopadu
1630 v Reznu v Némecku [9]. Studoval na univerzité v Tiibingen, kde byl studentem profesora Michaela
Mastlina[l] Studium zde ukondil v roce 1593. Nésledujici rok nastoupil jako ucitel na stfedni gkole ve
étyrském Hradci, kde ptisobil do roku 1600.

Posléze se prestéhoval do Prahy, kde se stal asistentem Tychona BraheE] Kepler byl povéren studi-
em drahy Marsu s cilem potvrdit na zakladé dvacetiletych Brahovych pozorovani opravnénost Brahova
modelu planetarni soustavy. Po Brahové smrti se Kepler stal cisarskym matematikem. Drahou Marsu se
zabyval v dobé pobytu na koleji krale Vaclava prazské univerzity a pravé tento propocet vedl k objevu
prvnich dvou Keplerovych zakont. V prvnim zdkonu prohlasil, ze planety se pohybuji po elipsach, v je-
jichz jednom ohnisku je Slunce. Druhy zakon tiké, ze priuvodic¢ planety opise za jednotku ¢asu konstantni
plochu. Oba zdkony pak publikoval roku 1609 v dile Astronomia Nova. Brahe pred smrti také pripravil
projekt pripravy Rudolfinskych tabulek, ktery predstavil cisafi a cisal s vypracovanim souhlasil. Tabulky
mély obsahovat efemeridy hvézd a mély nahradit starsi Pruské tabulky sestavené Erasmem Reinholdemf’|
zalozené na heliocentrickém modelu, které byly publikované v roce 1543. Tabulky se nakonec Keplerovi
podarilo sestavit a publikoval je v roce 1627. Byly zalozeny na nejlepsich a nejptresnéjsich pozorovanich
své doby. U vétsiny hvézd dosahovaly presnosti pod jednu thlovou minutu a byly prvnimi tabulkami
korigujicimi atmosférickou refrakei [13].

Tteti Keplertiv zakon se objevuje v jeho dile Harmonices Mundi z roku 1619. Dilo se sklada z péti ¢asti,
prvni se vénuje pravidelnym mnohotihelnikiim, dalsi soumérnosti obrazli, tieti pivodu harmonickych
pomértt v hudbé, ¢tvrtym tématem jsou harmonické konfigurace v astrologii a patym, kde se zakon
objevuje, je popis harmonie pohybii planet. Formulovano dnesni fe¢i, Kepler prohlasil, ze pomér druhych
mocnin obéznych dob planet a tfetich mocnin jejich hlavnich poloos je pro kazdou planetu (slune¢ni
soustavy) stejny.

Kepler tedy stal na poc¢atku pojmu nebeské mechaniky, jak ho zname dnes, i kdyz zatim stale nefor-
muloval doslova, ze v prubéhu pohybu na télesa ptisobi gravita¢ni sila. Sam dokonce neformuloval své

1% 30. zar{ 1550 v Goppingen (Badensko-Wiirttembersko), T 20. f{jna 1631 v Tiibingen (Badensko-Wiirttembersko)
Byl jednim z prvnich zastanctt Kopernikova heliocentrického systému, i kdyz soubézné stale vyucoval i tradi¢ni Ptolemai-
ovsky geocentricky. Byl jednou z osobnosti, které presvédéily o spravnosti heliocentrického pohledu Galilea Galilei [10].

2 * 14. prosince 1546, Knudstrup (Déansko), T o4 fjna 1601 v Praze
Studoval filosofii a rétoriku v Kodani a prava v Lipsku. Po roce 1565, kdy zdédil zna¢né jméni, se zac¢al naplno vénovat svym
konickum, totiz alchymii a zejména astronomii. Pozdéji studoval i chemii v Augsburgu. Pusobil néjakou dobu v rodném
Dansku, zna¢nou ¢ast zivota stravil cestovanim po Evropé.

Roku 1599 byl pozvan Rudolfem II. na doporuceni Tadeise Héjka z Hajku do Prahy. Zde ptisobil jako dvorni cisarsky
astronom. Od cisare dostal propujcen zamek v Benatkach nad Jizerou, ktery zacal upravovat na observator. Pravé sem
pozval Keplera. Tycho Brahe zastaval svym zptsobem hybridni teorii, Ze Zemé je sice stfedem vesmiru, ale obihd kolem ni
pouze Slunce a Mésic, zatimco ostatni planety obthaji kolem Slunce. Teorie byla kompromisem mezi tradi¢nim geocentrickou
teorii a heliocentrismem. V astrologii zastaval nazor, ze hvézdy sice silné ovliviiuji déni na Zemi, ale ne do takové miry, ze
by byly vSechny uddlosti jednoznacéné preduréeny [11].

8 % 22 ¥{jna 1511, Saafeld (Sasko), T 19. tmora 1553, Saafeld [12]
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KAPITOLA 1. HISTORIE PROBLEMU 3 TELES

zakony jako ,,zakony®, ale povazoval je za harmonie ptirody.

1.3 Isaac Newton

Sir Isaac Newton se narodil 4. ledna 1643 ve Woolsthorpu ve vychodni Anglii a zemfel 31. bfezna 1727
v Londyné [15]. Byl fyzik, matematik, astronom, alchymista, prirodni filosof a teolog. Polozil zaklady
klasické mechaniky. Vénoval se optice, kde provedl nékolik diilezitych objevii a vynalezl nékolik dilezitych
pristrojii. V matematice polozil zaklady diferencialniho a integralniho poc¢tu, a tedy zakladniho aparatu
dnesni fyziky.

Isaac Newton byl syn otce stejného jména, zamozného vlastnika pudy bez vzdélani, a Hannah Ayscou-
ghové, ktera pochazela ze slechtického rodu vyse postaveného nez Newtonové. Ackoliv Isaac prisel na svét
predcasné, jeho otec zemrel jesté pred jeho narozenim. Ve dvanacti zacal studovat na gymndaziu v Gran-
thamu az do svych sedmnacti a nasledné se zde pripravoval na studium na Cambridgi. V roce 1661
nastoupil na prestizni Trinity College v Cambridgi a zapocal tu sva dalsi studia. Jednim z uciteli, ktery
ho znacné ovlivnil, byl Isaac Barrowﬂ

Néjakou dobu byl Newton sice zasnoubeny, ale nikdy se neozenil, protoze byl plné zabran do své
prace. Kromé prirodnich véd pisobil napiiklad i jako dozorce v kralovské mincovné (jmenovan roku
1696) v londynském Toweru a posléze od roku 1699 byl jejim ministrem. V této oblasti se proslavil
nekompromisnim tvrdym bojem proti penézokaziim.

1.3.1 Matematika

V matematice polozil zadklady diferencidlniho a integralniho poétu a feseni diferencidlnich rovnic ve stejné
dobé jako Leibniz, se kterym se cely zivot prel o prvenstvi. Nejpravdépodobnéjsi verzi je, ze oba dva
vytvorili diferencidlni pocet nezavisle na sobé. Newton sam nazyval diferencidlni pocet teorii luxi. Zaznam
o objevu je v jeho deniku z 20. kvétna 1665, skoro zadné vysledky vsak nezverejnil az do roku 1693,
prestoze jiz roku 1665 urcil obsah plochy ohranicené hyperbolou. Cely diferencidlni pocet publikoval pak
dokonce az v roce 1704 (Leibniz publikoval metody diferencidlniho poctu jiz od roku 1684).

1.3.2 Objevy v optice

Newton zkoumal lom svétla. Objevil, Zze se bilé svétlo se skldda z barevného spektra a ze ho muzeme
rozlozit pomoci optického hranolu a s pomoci ¢ocky a druhého hranolu pak opét slozit do bilého svétla.
Usoudil, ze ¢ocky jakéhokoliv refrakéniho dalekohledu budou vzdy trpét disperzi svétla a proto se rozhodl
sestavit zrcadlovy dalekohled (reflektor).

1.3.3 Objevy v mechanice

Newton polozil zaklady klasické mechaniky formulovanim t¥i zakladnich pohybovych zakont, které pub-
likoval latinsky v knize Philosophiae Naturalis Principia Mathematica v roce 1687. Zde je jejich ptivodni
znéni nasledované ceskym prekladem [17]:

I Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

4 * §fjen 1677 v Londyng, T 4. kvétna 1677 v Londyné
anglicky teolog a matematik. Od roku 1660 byl profesorem fec¢tiny, roku 1662 matematiky a 1663 se stal prvnim drzitelem

vvvvvv

Newtona [16].
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KAPITOLA 1. HISTORIE PROBLEMU 3 TELES

IT Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam lineam rectam qua
vis illa imprimitur.

III Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corporum duorum actiones in se
mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

1 Jestlize na téleso nepusobi zadné vnéjsi sily nebo vyslednice sil je nulova, pak téleso setrvava v klidu
nebo v rovnomérném piimocarém pohybu.

2 Jestlize na téleso pusobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je pfimo imérné ptisobici
sile a neprimo imérné hmotnosti télesa.

3 Proti kazdé akci vzdy piisobi stejnd reakce; jinak: vzajemnd pitisobeni dvou téles jsou vzdy stejné
velkd a mifi na opacné strany.

Jako ¢tvrty Newtontv zdkon byva nékdy oznacovan princip skladani sil, princip superpozice, tedy, ze
celkova sila F plisobici na bodové téleso je dana souctem jednotlivych sil F;, které na téleso ptisobi:

kde N je pocet sil.

Jindy byva za ¢tvrty Newtoniv zdkon povazovan Newtontv gravitacni zakon, kterym vyjadril myslenku,
ze kazdé dva hmotné body jsou pritahovany k sobé silou, kterd je pfimo imérnd hmotnosti kazdého z nich
a neprimo tmeérna kvadratu jejich vzdélenosti a jediny dalsi faktor urcujici velikost vysledné sily je gra-
vita¢ni konstanta. Traduje se, ze tento fyzikalni zakon objevil ve chvili, kdy sedél pod jabloni a spadlo
v pozdéjsich letech o sobé sitit. S pomoci svych tii zakonit mechaniky a gravita¢niho zakona pak zpétné
odvodil Keplerovy zakony. Pivodné ale vychézel z Keplerovych zakonti a snazil se objevit a popsat silu,
ktera zplisobuje pohyb téles kolem Slunce. Pozdéji se vénoval riznym specialnim pripadiim pohybiti planet.

Zabyval se téz kapalinami. V tomto oboru dodnes pouzivame oznaceni newtonovska a nenewtonovska
kapalina, kde newtonovska je charakterizovana zejména nizkou viskozitou. Vénoval se pohybu v odpo-
rujicim prostredi. Zde zase mame oznaceni newtonovsky odpor, ktery nastava v odporujicim prostiedi,
kde probihaji turbulence.

1.4 Gottfried Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz se narodil 1. ¢ervence 1646 v Lipsku a zemtel 14. listopadu 1716 v Hannoveru
[18]. Byl némeckym filosofem, védcem a matematikem. Jak jiz bylo zminéno v predchozi ¢4sti o Newtonovi,
byl jednim z objevitelil diferencialniho a integralniho poctu, ktery v priitbéhu zivota rozvijel. Nazyva se
po ném Leibnizovo pravidlo o n-té derivaci souc¢inu dvou funkei [I9] a Leibnizovo integralni pravidlo
o zameéné derivace a integralu [20]. Z hlediska fyziky byl jeho piinos zejména ve statice a dynamice.
Vypracoval novou teorii pohybu zalozenou na kinetické a potencialni energii. Predpokladal, ze prostor
i cas je relativni, coz bylo opét v protikladu s Newtonovymi myslenkami, ktery povazoval prostor za
absolutni. Dlouhou dobu ztistavaly jeho myslenky prakticky bez pochopeni, ale Albert Einstein?| se svou
teorii relativity dal na zacatku 20. stoleti Leibnizovi za pravdu. Dilezity pojem, ktery ve fyzice Leibniz
zavedl, byl vis viva (,,ziva sila“), ktery je analogii dnes pouzivané kinetické energie. Uvédomil si, Ze celkova
energie se v urcitych mechanickych systémech zachovava. Paradoxné byl ve své dobé tento poznatek
potlacen zejména v Anglii, kde mél Newton veétsi vahu hlasu a objevil zakon zachovani hybnosti, ktery

5 * 14, biezna 1879 v Ulmu (tehdy Wiirttemberské kralovstvi, Némecko),
T 18. dubna 1955 v Princetonu (Spojené staty americké) [21]
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KAPITOLA 1. HISTORIE PROBLEMU 3 TELES

upfednostiioval jako diilezit&jsi. Stejné tak ve Francii, kde ptisobil René Descarted’] se kterym Leibniz
vedl fadu sporti. Dnes vime, Ze se zachovavaji (za ur¢itych podminek) obé veli¢iny a pravdu méli tedy
oba.

1.5 Leonhard Euler

Leonhard Paul Euler se narodil 15. dubna 1707 v Basileji ve évycarsku a zemrtel 18. zatri 1783 v Petrohradu
v Rusku [23]. Je povazovan za jednoho z nejvétsich matematiki vsech dob. Napsal pfes 800 praci a to
i presto, ze se mu v prubéhu zivota velice zhorsoval zrak a skoro oslepl. V matematice provedl dulezité
objevy v diferencidlnim a integralnim poctu, teorii ¢isel a teorii grafii. Zavedl systematické matematické
znaceni, z néhoz se vétsina pouziva dodnes. Roku 1736 vyftesil tlohu sedmi most mésta Kralovee a uréil,
ze nejde vytvorit takovou prochazku (posloupnost taht), aby ¢lovék presel kazdy most pravé jednou. Je
autorem metody FeSeni diferencidlnich rovnic pomoci variace konstant (nékdy oznacované Lagrangeova
metoda, ackoliv se o ni zaslouzil pouze Euler). Pracoval s nekonetnymi fadami, jejichz nékteré soucty
nasel, i kdyz ne vzdy zcela spravné povazoval fady za konvergentni. Desitky, ne-li stovky, dilezitych
matematickych pojmt nesou Eulerovo jméno a z vétsiny zcela zaslouzené, protoze byl prvnim, kdo je
definoval, objevil a formuloval [24].

Ve fyzice se vénoval dynamice tekutin, optice a astronomii. Zformuloval diferencialni rovnice popi-
sujici pohyb idealni nevazké tekutiny. Pomohl pfi tvorbé Eulerovy-Bernoulliho rovnice nosniku, ktera
se stala zdkladem inZenyrstvi. V optice nesouhlasil s Newtonovou prevladajici interpretaci svétla jako
proudu &4stic a pomohl svimi publikacemi rozsfieni vinové teorie navrzené Christiaanem Huygensem|
Spocital paralaxu Slunce. Jeho vypocty prispély vyvoji presnych tabulek zemépisné délky. Urcoval s vel-
kou presnosti elementy drahy komet a dalSich nebeskych téles. Eulertiv problém tii téles je situace, kdy
dvé hmotna télesa jsou fixovana v prostoru, nebo se navzajem obihaji po kruznici a treti téleso ma malou
hmotnost (dnes nazyvany omezeny kruhovy problém tif téles) [25].

1.6 Joseph Louis Lagrange

Joseph-Louis Lagrange (ptivodné Giuseppe Lodovico (Luigi) Lagrangia) se narodil 25. ledna 1736 v Turiné
v Italii a zemfel 10. dubna 1813 v Pafizi ve Francii [27]. Byl italsko-francouzskym matematikem a astro-
nomem. Pres dvacet let Zivota plisobil v Berliné. V matematice se vénoval zejména matematické analyze
a teorii ¢isel. Je zakladatelem variacniho poctu. Prace na tautochroné, kiivce, po které vsem hmotnym
bodum na ni poloZenych trva stejnou dobu sjet do jednoho bodu v homogennim gravitacnim poli [28], po
komunikaci s Eulerem vedla k formulaci Euler-Lagrangeovy rovnice, ktera je zakladem takzvané Lagran-
geovské mechaniky. Ptisel na metodu hledani vazanych extrémi, dnes nazyvanou metoda Lagrangeovych
multiplikatori. Rozpracoval do hloubky metody interpolace funkcemi. Podal iplné feseni rovnice struny.

6 * 31. bfezna 1596 La Haye en Touraine (dnes Descartes (Indre-et-Loire)) (Francie),
T 11. tinora 1650 Stockholm (Svédsko) [22]

7 % 14. dubna 1629 Haag (Nizozemi), T 8. ervna 1695 Haag [26]

Christiaan Huygens byl matematik, fyzik, astronom a autor rané science fiction. Dnes je zndmy zejména pro svij Huygensuv
princip, ktery tika, ve strucnosti, ze svétlo je vlnéni a ze kazdy bod na cele sitici se vlny muzeme povazovat za novy
zdroj vlnéni. Takto formulovany neni zcela spravny, protoze by se vlna vracela do zdroje, aniz by narazila na prekazku.
Princip pozdéji upravil Fresnel a proto se dnes nazyva Huygensiv-Fresneluv. Huygens se zabyval co nejpfesnéjsim mérenim
casu a vynalezl kyvadlové hodiny s netlumenym pohybem kyvadla. Zavedl pojem momentu hybnosti a objevil zdkon jeho
zachovani. Objevil a studoval odstredivou silu. Studoval razy téles. Zkonstruoval dvoucockovy okular, ktery po ném dnes
nese své jméno. Postavil nékolik velkych dalekohledii s ohniskovou vzdalenosti az neuvéfitelnych 75 metrt. V roce 1659
popsal skuteény tvar Saturnovych mésict (v préci Systema Saturnium). Objevil Saturntiv mésic Titan. Pfisel s pribliznou
metodou urceni vzdalenosti hvézd - srovnaval svétlo prichézejici ze Siria se svétlem, které prochazelo od Slunce do zatemnéné
mistnosti skrz maly otvor. Urcil takto vzdalenost Siria na 30 000nasobek vzdélenosti Zemé od Slunce, pricemz spravné je
priblizné 500 000 krat vzdalenost Zemé od Slunce, coz s uvazenim toho, Ze dnes vime, Ze Sirius ma vétsi zarivy vykon nez
Slunce, je prekvapivé dobry vysledek.
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Rozvijel klasickou a nebeskou mechaniku. Studoval problém t¥i téles na pohybech Zemé, Slunce
a Mésice (1764) a na pohybech Jupiterovych mésicu (1766). V roce 1772 nalezl specidlni feseni pro-
blému tii téles, polohy libracnich center. Ty se dnes na jeho pocest nazyvaji Lagrangeovy body. Zabyval
se vzajemnou gravita¢ni interakci elipsoidii. Zabyval se sekularni rovnici Mésice a ur¢enim odchylek od
jeho stredni polohy. Zkoumal stabilitu planetarnich drah a metody urceni drahy komety z tii pozorovani.

1.7 Carl Friedrich Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss se narodil 30. dubna 1777 v Braunschweigu v Némecku a zemfel 23. inora
1855 v Gottingen [29]. Byl némeckym matematikem a fyzikem, ktery rozvinul fadu obort, zejména
teorii Cisel, statistiku, matematickou analyzu, geofyziku, elektrostatiku, astronomii a optiku. Jako prvni
korektné dokéazal zdkladni vétu algebry. Vétsinu svého zivota piisobil na observatori v Gottingen.

V roce 1801 objevil Giuseppe Piazzi| Objevil planetku Ceres, ale byl ji schopen sledovat pouze dva
meésice, nez mu Slunce znemoznilo dalsi pozorovani. Po par meésicich se ji rozhodl znovu pokusit najit,
ale nebyl Uspésny, protoze mél k dispozici pozorovani pouze z priblizné 1% z celkové orbity. Gauss se
doslechl o tomto problému a po tfech mésicich intenzivni prace spocetl polohu planetky Ceres v prosinci
1801, podle niz ve vzdalenosti cca pul stupné Franz Xaver von Zach planetku nalezl. Znovuobjeveni
planetky Ceres vedlo Gausse k dalsi praci na teorii pohybu planetek kolem Slunce rusenych planetami.
Na toto téma publikoval v roce 1809 praci ,, Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis
solem ambientum®. V této publikaci zavedl gravitacni konstantu k& oznacovanou dnes jako Gaussovuﬂ,
kterd je od té doby vyuzivdna pii vypoctech v nebeské mechanice [31].

1.8 Charles-Eugene Delaunay

Charles-Eugene Delaunay se narodil 9. dubna 1816 v Lusigny-sur-Barse ve Francii a zemfel 5. fijna
1872 u Cherbourgu ve Francii [32]. Studoval u Jeana-Baptisty Biota[”] na Sorboné. V rdmci nebeské
mechaniky studoval specialni pripady pohybu tii téles, zejména pohybu Mésice v soustavé Slunce-Zemeé-
Meésic. Na toto téma sepsal dvé knihy po 900 stranach (publikované v letech 1860 a 1867). Polohu Mésice
vyjadril pomoci nekonecné tady, ktera ale konverguje prilis pomalu pro praktické pouziti. I tak to vsak
predstavovalo silny impuls pro rozvoj funkciondlni analyzy a pocitacové algebry.

1.9 Henri Poincaré

Jules Henri Poincaré se narodil 29. dubna 1854 v severovychodni Francii a zemfel 17. ¢ervence 1912
v Pafizi [34]. Zabyval se Cistou i aplikovanou matematikou, matematickou fyzikou a nebeskou mechanikou.
Byva povazovan za jednoho ze zakladateli topologie. Zajimal se o invariance fyzikalnich zakonu a jako
prvni formuloval Lorentzovu transformaci v dnesni symetrické podobé. Poincaré studoval problém tii

8 * 16. ¢ervence 1726 v severni Italii, T 22. ervence 1825 v Neapoli
Giuseppe Piazzi byl italsky katolicky knéz, matematik a astronom. Vedl p¥ipravu Palermského katalogu hvézd, ktery byl
ve své dobé nejpresnéjsim katalogem. Studoval pohyby hvézd, aby nasel vhodné kandidaty na prométeni rocni paralaxy.
Jako jednu z nich uréil 61 Cygni, na niZ bylo nésledné provedeno méteni Besselem. [30].

9Néco malo vice o této konstanté najdete v podkapitole ,, Jednotky pouzivané v problému tii téles“ a kapitole ,, Lagran-
geovo TeSeni, librac¢ni body*.

10 % 91. dubna 1774 v Pafizi, T 3. tnora 1862 v Parizi
Jean-Baptiste Biot byl francouzsky fyzik, astronom a matematik. Zabyval se magnetismem. Znidmy Biottav-Savarttv zdkon
je pojmenovan pravé po ném. Studoval polarizované svétlo a jeho prichod organickymi latkami a zjistil, ze se rovina
polarizace muze stacet po ¢i proti sméru hodinovych rucicek v zavislosti na materidlu, kterym svétlo prochazi. Prokazal,
Ze meteority jsou kameny nepochézejici ze Zemé a potvrdil tak domnénku vyslovenou Chladnim [33].
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téles, pri jehoz studiu si jako prvni uvédomil, Ze se jedna o deterministicky chaoticky problém a objevil
tak prvni takovyto systém. Polozil tak zédklad dnesni , teorii chaosu®.
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2. Uvodni priklady

Kapitola obsahuje nékteré tivodni motivacni priklady, priklady pro uvedeni zakladnich pojmu a dalsi
priklady, na jejichz vysledky budeme odkazovat v nasledujicich kapitolach. Piiklady jsou vénované spise
problému dvou téles.

2.1 Nejjednodussi model satelitu (SS)

Zadani

Satelit zanedbatelné hmotnosti obitha po kruhové draze kolem planety, kterou muzeme povazovat za
homogenni (pfipadné s radidlné rozlozenou hustotou) s hmotnosti M. Satelit obiha ve vzdélenosti r od
stfedu planety. Jakou rychlosti satelit planetu obiha? Jak dlouho trva jeden obéh?

Zanedbejte vlivy dalgich téles. Gravitacni konstanta je G = 6,67 - 1071 Nm? kg=2. Hmotnost Zem? je
My = 5,97-10** kg. Ulohu feste nejprve obecné a posléze dosad'te hodnoty pro druzici SwissCube-1, ktera
byla prvni druzici zcela zkonstruovanou évycarskem. Vyslana na obéznou drahu byla v roce 2009. Druzice
obiha Zemi s perigeem h, = 726 km a apogeem h, = 752km. Jeji pohyb tedy aproximujte pohybem po
kruznici ve visce h = ¥ = 739km nad Zemi s polomérem R, = 6378km. Zdroj tdajii o druzici
najdete na [35].

Obrazek 2.1: Satelit Swisscube (prevzato z [36])

~ b4 rd

Reseni

Pro Teseni si zvolime inercidlni vztaznou soustavu, ve které je planeta v klidu. V této soustavé na satelit
pusobi gravitacni sila, ktera musi byt rovna sile dostredivé.

Fg:de
mMy v?
G—F =m—,
r r

kde m je hmotnost satelitu a v je jeho obézna rychlost. Obéznou rychlost tedy ziskavame prakticky

okamzité:
GMy GMy . -1
= = =75k ) 2.1
TN TV R Y (2.1)
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Kdyz si uvédomime, ze v pripadé kruhové trajektorie je draha, kterou musi druzice urazit v pribéhu
jednoho obéhu, pravé délka kruznice s = 2nr, pak pro dobu obéhu P plati

s 2nr r3 (Rz +h)* 3 .
P_;_ %_211 GMZ_QTc W—G,O-m s = 1hod 40 min.

Vysledek

Obézn4 rychlost SwissCube-1 je zhruba v = 7,5kms™! a doba obéhu je piiblizné P = 1hod 40 min.
Polohu satelitu Swisscube-1 miiZzeme sledovat v redlném Gase na internetovych strankach} Na téchto
strankach miizeme nalézt casy, v které ji 1ze radioamatérsky sledovat z vaseho pozorovaciho mista. Stejné
tak muzeme na strankach vyhledat udaje, které druzice sleduje, jako teplota jejich baterii, slunecnich
clankt a spoustu dalsich. Za pomoci casii, ve kterych je druzice pozorovatelna, muzeme urcit alespon
zhruba dobu jejiho obéhu, pokud budeme brat ¢as presné uprostied mezi vychodem a zapadem druzice
jako ¢as, kdy je vzdy druzice na stejném mistd?] Tim mtizeme ovéfit, Ze i kdyz nas vypocet byl velmi
zjednodusenyf’] tak poskytl relativné dobry vysledek]

2.2  Vzajemny kruhovy obéh dvou téles (SS)

Zadani

Méjme dvé bodova télesa o hmotnostech m a M (M > m), kterd se obihaji navzijem v konstantni
vzdalenosti D od sebe. Jakd bude doba obéhu P a rychlosti v a vy (v inercidlni tézistové soustave) téles?
O kolik procent se lisi ob&Zné doby a rychlosti obéhu (v inercidln{ tézistové soustave) lehéf slozky m od
téch danych rovnicemi

GM
Vg = 9
T
r3
P, =2/ ——
k T GM’

ve kterych uvazujeme, ze mizeme hmotnost lehéi slozky binarniho systému zanedbat? Tento rozdil urcete
pro soustavy Slunce-Zemé, Zemé-Mésic a binarni systém pulzart PSR J0737-3039°] Hmotnosti téles jsou:
Zemé My = 5,97 - 10** kg, Slunce Mg = 1,98 - 1030 kg, Mésice My = 7,34 - 102 kg, tézstho z pulzart
My =1,34Ms a leh¢ihoMp = 1,25Ms.

http://swisscube-live.ch/

2Tim zanedbavame rotaci Zemé a spoustu dalsich drobnéjsich vlivi, které se uplatiiuji pri takovém zptisobu uréeni doby
obéhu. Pokud ale vezmeme ne hned néasledujici obéh, ale odpoc¢itame si obéht vice, tak chybu plynouci z tohoto zanedbéani
muzeme vyrazné snizit.

3Zanedbali jsme nehomogenitu Zemé, fakt, ze drdha druzice je spiSe eliptickd, vlivy dalsich téles Sluneéni soustavy
(zejména Mésice), vliv satelitu na Zemi a dalsi gravitaéni i negravitaéni vlivy.

40véieni bylo provedeno pro predpovéd moznych dob pozorovani z Prahy mezi 11. 11. 2011 20:00 a 16. 11. 2011 20:00.
Prvnim pozorovanym preletem byl casovy tsek mezi 21:31:13 a 21:36:13, tedy stiedni ¢as byl 21:33:43. Posledni prelet byl
mezi 15:49:36 a 15:57:07, coz v nasem zjednoduseni odpovida ¢asu 15:53:21. Pfi uvéazeni, ze doby, kdy nebyla pozorovatelna
druzice delsi dobu, odpovidaji vice obéhtim (cca 6:19 odpovida étyfem obéhtim, 8:40 péti a 10:20 Sesti) byl uréen pocet obéht
druzice mezi témito okamziky na 69. Tomu pak odpovidd doba jednoho obéhu 1:39:25. Teoretickd doba z naseho vypoctu
je 1:39:38. deaj o obézné dobé z [35] je priblizné 1:38,5. N&S zjednoduseny model je tedy relativné presny, s odchylkou
maximalné 1% z hlediska primérné doby obéhu v ramci nékolika obéht.

Systém ma4 sice relativné velkou excentricitu, ale pro jednoduchost v tomto piikladu uvazujme, Ze drdha je priblizné
kruhovéa. V nésledujicich prikladech si ukazeme, ze doba obéhu dvou hmotnych bodu zavisi pouze na jejich hmotnostech
a velké poloose, takze se tim vlastné nedopoustime chyby, pokud bychom jako r uvazovali velkou poloosu a.
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Reseni

Obé slozky systému se dle zadani obihaji v konstantni vzdalenosti a tedy po kruznicich. Budou obihat

Je ziejmé, ze tézisté bude lezet na spojnici obou téles a proto fesime pouze jednu rovnici

m

Mz =m (D — = = D.
r=m( ) = T

Nyni mame polohu tézisté, které si zvolime jako pocatek neinercialni soustavy souradné, ktera se bude
kolem tohoto bodu otacet s konstantni tthlovou rychlosti w, pro kterou plati w = 2—;. Nevadi, ze zatim
nezname w, protoze jej ziskdme z nasledujicich avah. V takto zvolené soustavé jsou pak obé dvé télesa
v klidu.

V nami zvolené soustave piisobi na télesa zdanliva odstrediva sila F,q, jejiz velikost je tmérna vzdalenosti
télesa od pocatku, a gravitacni sila, ktera je pro obé télesa stejné velka opacného sméru. Velikost gravitaéni
sily je

mM
|F9| = G D2 :
Vypoctéme si odstredivou silu
mM
F, = Mw?x = ’D.
[Foau i +M “

Vzhledem k tomu, ze ma byt velikost odstredivé sily rovna gravitaéni sile, aby se vykompenzovaly (jak
jiz bylo zminéno, v nasi soustavé jsou télesa v klidu), tak z toho plyne, Ze je vlastné zbytecné indexovat
velikost odstredivé sily, protoze by méla byt pro obé télesa stejna, kdyz je pro obé stejna gravitac¢ni sila.
MiZzeme se o tom presveédcit vypoctem

M
Fogn| = mw? (D — z) = %)(1— m ):: mE 2D,
[Foam| =mw™(D =) = mw m+ M) m+ M’
Muzeme tedy psat |Foa| = |Foam| = |Foan|. Pro celkovou silu F plati

F=0=F,—F,,

mM mM
2D = Gt
m+ M D2’
m+ M
w=14/G D5
D3
P=2n,| ———.
: G(m+ M)

kde o je nulovy vektor. Pro pomér mezi skuteénou obéznou dobou télesaf| a obéznou dobou pii zanedbani

hmotnosti leh¢iho télesa plati
P M
P \m+M°

V] = TWw = m D Gm+M—m L
T MmN Dy T " m+ M) D
G
—D-2)w=M|——u.
v = (D—w)w =M\ o nTp

5Hodnota obézné doby je presna za piedpokladu, Ze télesa jsou hmotné body.

m/m

Vv

rychlosti rotace soustavy
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Vysledek

Doba obéhu téles je
D3

P=2n|—"——"7—.
" G(m+ M)

Pomeér mezi skutecnou dobou obéhu téles P a dobou P, v soustavé pri zanedbané hmotnosti lehc¢iho

télesa je
P M
Pe \m+M

Vylepseny odhad obézné doby je tedy o néco nizsi nez ptivodni hodnoty. V soustavé Zemé-Slunce je
pomér obéznych dob 99,99985 %, v soustavé Zemé-Mésic 99,39 % a v binarnim systému PSR J0737-3039

Vv

zanedbat hmotnost leh¢iho télesa. Naopak pokud jsou hmotnosti obou téles srovnatelné, tak dostavame

vyrazné rozdilné vysledky.
Rychlosti téles jsou
o= — &
YN (m+ M) D
G
=M/———.
2= iy M)D

Pokud to srovndme s vysledkem pro 7; — 0, pak v; je zde vZdy nenulové a

Uy [ M
Uk_ m+M

Vysledny pomér rychlosti lehciho télesa je stejny jako pomér obéznych dob.

2.3 Pohyb t&zisté 2 t&les (SS+)

Zadani

Vviev

v rovnomérném primocarém pohybu.

Reseni
Tvrzeni se da v zasadé zduvodnit tak, ze pokud mame izolovany systém, tj. neptisobi na néj zadné vné;jsi

sily, pak se tento systém jako celek chova podle Newtonovych zdkont. Prvni Newtontiv zdkon nam pak
iika, ze se pohybuje rovhomérné primocare ¢i setrvava na miste.

Ukazme si ale i matematicky diikaz. Pfedchozi piiklady jsme feSili v tézistové soustavé, ale o pohyb

Vviev

na¢me si télesa A a B, jejich hmotnosti ma a mp a polohové vektory r5 a rg, jak je zndzornéno na
obrazku 2.2] Jedna se o soufadnice ve tfech rozmérech, stejné jako u dalsich obrazka. Pro ndzornost
je trojrozmeérnost souradnic na obrazku zvyraznéna, ale dale pro prehlednost obrazku jiz nebudou tyto
soutradnice zvyraznény. Definujme vektor vzajemné polohy

r=ry—TIp. (2.2)
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Obrézek 2.2: Kartézské souradnice dvou téles uréené polohovymi vektory

Napisme si rovnice pro sily ptsobici na kazdé téleso

FA = Mmaap = mAi:A = —GmAmB
r[?
FB = Mmpap = TTLB.I:B = G%
r

kde ap a ap jsou zrychleni jednotlivych téles. Obé rovnice sec¢teme a dostavame
mA'r'A + mB.I.'B =0.
Rovnici dvakrat zintegrujeme podle casu

maTa + mpip = ki,

mara +mprg = kit + ko

Posledni rovnici nyni mizeme vydélit souctem hmotnosti téles a misto konstant k; a ko (vlastné 6-ti
konstant, protoze kazda ma tii slozky) ziskdme jiné konstanty K; a Ks

T — MATA +mprp _ Kt +K,. (2.3)

ma +mp

Vviev

vV

misté, pokud na soustavu neptisobi zadné vnéjsi sily.

2.4 Zachovéani roviny ob&hu (SS+)

Zadani

Ukazte, ze rovina obéhu se v neruseném problému dvou téles zachovava.
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Reseni

Prejdeme ze souradnic, které jsou na obrazku k souradnicim na obrazku Pohyb tézisté jsme
vytesili v predchozim prikladé a budeme se zajimat o relativni souradnici hmotnych bodi A a B.

A m
pe A

VVev

znazornéna situace mpa > mg

Zapisme si zrychleni relativniho vektoru

f:fA_fB:_G(mA‘i‘mB)?g,

r

i‘—i—G(mA—l—mB)T—g:o.

Rovnici vektorové vynasobime vektorem r

G (ma+m
r3
Vektorové vynasobeny vektor sam se sebou dava vzdy nulovy vektor
r XTI =o, (2.4)
a tim padem jsme zjistili, ze
rxi¥=o. (2.5)
Zderivujme clen 1 X r podle ¢asu

a(rxf):i’xiuerf.

Opét mizeme pouzit vlastnost vektorového soutinu (2.4)) (tentokrét v podobé  x ¥ = 0) a rovnost (2.5)).
Dostavame tedy, ze v pribéhu pohybu

rxr=L,

kde L je konstanta. Z toho vidime, ze plogna rychlost privodi¢d’| bude konstantni. Také z toho logicky

"Plo$n4 rychlost je plocha, kterou opige pritvodi¢ (privodi¢ je bod symbolizujici obihajici téleso) za jednotku casu.

0

Obrézek 2.4: Ukazky ploch, které mohou byt opsany za jednotku ¢asu
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vyplyva, ze pohyb je realizovan v roviné, kterda zistava v kazdém case stejnd (aby se rovina mohla
v prostoru otocit, bylo by potieba, aby se zménil smér L).

Vysledek

Dokazali jsme, ze v problému dvou téles se zachovava rovina obéhu.

2.5 Lagrangian dvou téles (VS)

Zadani

Vyjadrete lagrangian problému dvou téles v obecnych trojrozmérnych kartézskych souradnicich, troj-
rozmérnych sférickych souradnicich a v dvourozmérnych polarnich soutadnicich.

Reseni
Lagrangian je rozdil kinetické a potencidlni energie £ =T — V. Pro kinetické energie hmotnych boda A

a B plati

1

N , ’ v . v o v v/ . . . .12 v v/ v
kde - znaé¢i skalarni sou¢in. (Ekvivalentné muzeme pouzit pro zapis normu r;-¥; = |;|°.) V nasem pripadé
bude kinetickd energie tvorend dvéma cleny T' = T + Tg. Vzadjemnd potencidlni energie dvou hmotnych
bodt je
mamp

Vip = —G AT
[ra — rg]

V kartézskych souradnicich pak ma lagrangian tvar

1 1
£(v.y.2) = 5ma (&% + 93 +4) + 5 (4% + 98+ 28) +
mamp

\/(fUA — )’ + (ya —y)* + (2a — 28)°

+G

Pro véts{ prehlednost prejdéme k téZistové soustavé (transformujeme se do soustavy podle rovnice ([2.3)),
kde polozime identicky T = o) viz obr. &.[2.5] V této soustavé nabyva lagrangian tvaru (uvdzime-li vztah

22):

mame

x|

1 . 1 .
L= —mu |I‘A|2 + §mB |rB|2 +G

2

Obrézek 2.5: Kartézské souradnice dvou téles v tézistové soustave; soufadnice znacime dal ry a rg, ale
maji jiny vyznam
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_ MATA + MBTB ma

T= =0 = TIg=——T,,
ma + mp mp
mp ma
r=rp,—rg = TIp=—T rg=———7T.
b
ma + mp ma + mp

Po upravach dostavame lagrangian

mame
|

Oznacme si, pro pozdéjsi pouziti, celkovou hmotnost soustavy jako

1 mamgp )+ G

N 2mp +mp

M:mA—i—mB

a redukovanou hmotnost soustavy jako

mams mame
/,L e = .
M ma + mp

Pak muzeme lagrangian psat jako

pM

1 .
L=_ G :

Stérické souradnice budeme pouzivat v nasledujicim tvaru

x =rsindcos ¢,
y=rsindsingp, (2.6)

z=rcost.

Vyznam soutadnice r je vzdalenost od poc¢atku a ¢ a 9 jsou thlové souradnice. Potfebujeme znat i zmény
soufadnic v ¢ase, proto vztahy (2.6)) zderivujeme podle casu

i = 7sin cos @ 4 7 cos v cos ¥ — rsindsin @ @,
y:fsinﬁsingp+Tcosz9sing019+7“81n?9008<ﬂ¢7

s =7cost —rsindd.
Po algebraickych tpravach za vyuziti znamé identity (tzv. goniometrické jednicky)
sina+cos’a=1, VaeR,

dostaneme vztah pro kinetickou energii

T = ;u (8 +9* + 2%) = ;/w (7 + 720 + r?sin® 0 ?) .

Ziskavame tak lagrangian ve sférickych souradnicich
1 .
L(r,d,¢) = SH (7’“2 + r29? 4+ r?sin? Y @2) + GLM . (2.7)
r

Pokud pak souradnicové prejdeme do roviny, ve které probiha vzajemny obéh dvou téles, pak vime, Ze
plati ¢ = 0 a lagrangian pak miizeme psat pouze ve dvou soutadnicich ve tvaru

1 .
L(r,9) = H (7’“2 + r2192) + G”jﬂw : (2.8)

17 / [60)



KAPITOLA 2. UVODNI PRIKLADY

Vysledek
Lagrangian problému dvou téles mtzeme vyjadrit jako
1 1
L= S™MA (x%—i—yi—i—zf\) +§mB (x%—i—yé%—zé)—i—
M

\/’(fEA — 1)’ + (ya —yB)° + (2a — ZB)Q‘

+G

1 . M
= S (7 + 120 4 r?sin? 0 ) + GE
.

— ;/L (7"2 + 7“2192) + G'ujﬂ\/l )

2.6 Zobecnéné hybnosti problému 2 téles (VS)

Zadani

Urcete zobecnéné hybnosti problému dvou téles ve sférickych soutradnicich.

Reseni
Zobecnéné hybnosti p, ziskdme derivaci lagrangianu podle derivaci kanonicky sdruzenych proménnych ¢

oL _
5g P

Konkrétné v nasem pripadé dostavame
o 2 220
Pr=pr, py=purv, p,=pur-sin“ve.

Vysledek

Urcili jsme kanonicky sdruzené hybnosti k sférickym souradnicim problému dvou téles. Tyto se pak mohou
vyuzit v Hamiltonovych rovnicich ¢i jsou mezivypoctem pro Euler-Lagrangeovy rovnice.

2.7 FEuler-Lagrangeovy rovnice problému dvou téles (Vé)

Zadani

Sestavte Euler-Lagrangeovy pohybové rovnice problému dvou téles z lagrangianu ve sférickych souradnicich

(2.7) a v polarnich soufadnicich (2.8]).

Reseni

Pro zobecnénou souradnici ¢ ma Euler-Lagrangeova rovnice tvar

d (oL oL
dt(@q) ~ 5 =" (2.9)

Pro sférické souradnice r, ¥, ¢ postupné dostavame, po drobnych tupravach, rovnice

f—rﬁz—rsin219gb2+GM2 =0,
r
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. .1
2rid + 1?0 — 573 sin (209) p* = 0,

d
b (r*sin?9g) = 0. (2.10)
Pro polarni souradnice r, 9 dostdavame jednodussi soustavu
7'*—7'192+GM2:0, (2.11)
r
d /.
o (r9) =0, (2.12)

Vysledek

Ziskali jsme diferencialni rovnice jejichz feseni vede k tplnému Teseni problému dvou téles.

2.8 Reseni problému dvou téles pomoci Lagrangeovy mecha-
niky (VS)

Zadani

Reste Euler-Lagrangeovy diferencialni rovnice pohybu dvou téles a popiste jejich trajektorie.

Reseni
Rovnice jsme si pripravili v predchozim ptikladu. Zacnéme od posledni rovnice pro sférické souradnice

(2.10). Soutadnice ¢ je cyklicka (v lagrangianu se vyskytuje pouze jeji derivace, ale lagrangian explicitné
nezavisi na souradnici samotné). Proto dostdvame rovnou feseni

L
r?sin? ¢ = konst. = — .
L

Konstanta, kterd vystupuje v Teseni, ma fyzikalni vyznam podilu z-ové slozky momentu hybnosti [,
a redukované hmotnosti . Mzeme si zvolit soustavu, ve které bude [, = 0. Déle feSme rovnice v takové
soustaveé s tim, ze ndm jiz postaci polarni souradnice. Rovnice (2.12)) ma opét jednoduché feseni

. l
219 = konst. = — ,
1

kde [ je velikost momentu hybnosti (1 = (I,,1y,1.), | = /12 + 2 +12). Z této rovnice mizeme vyjadit i
a dosadit ho do rovnice (2.11))

l . 2 M
19 = W = r — 23 GT’T = 0 .
Provedeme substituci

1 1 1 du - [ du 2, d%u

) =— = = === = ——ul

v =5 T w? dv A 2z

12 . d2 [2
2t L GMuE =0,
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d?u Mp?
— tu=G—7
dv l
Tim se ndm podafilo rovnici (2.11]) upravit do tvaru Binetovy rovnicd Jedna se o linedrn{ diferencialni
rovnici s konstantni pravou stranou, jejiz obecné feseni je

uy = K cos (¥ — ) ,

kde K a 7 jsou konstanty. 7 je hel natoceni soustavy vuci souradnicové soustavé (argument perihelu).
Partikularni feseni je zfejmé
My?

2

u, =G
celkové Teseni pak
1 1 1 P

r=—-— = — — )
u o ugtu,  GME 4 Kcos(W—m) 1+ecos(V—7)

(2.13)

Dostali jsme tedy obecnou rovnici kuzelosecky v polarnich souradnicich, kde p je jeji parametr

l2
p

GuiM’
¥ pravd anomélie a e numerickéd excentricita (bezrozmérnd)
KI?
6 — T .
GuM

Vysledek

Urcili jsme, ze trajektorie v problému dvou téles bude v obecném pripadé kuzelosecka. V zavislosti na
excentricité e budou nastavat rizné pripady. Pro nulovou excentricitu a velkou poloosu drahy a vétsi nez
0 budou télesa obihat po kruznicich. Pro e € (0,1) a @ > 0 bude obéh probihat po elipsidch. Pro e > 0
a a < 0 jsou trajektoriemi hyperboly. Pro e = 1 a a — oo je trajektorie tvaru paraboly. Mohou také
nastat degenerované pripady pohybu jako pohyb po tsecce, polopiimce, primce.

2.9 Hamiltonian (VS)

Zadani

Sestavte hamiltonian problému dvou téles ve sférickych soutradnicich.

Reseni
7 predchozich prikladi zname lagrangian £ a i kanonicky sdruzené hybnosti. Stac¢i uz jen dosadit do
vztahu pro hamiltonian/

H = p7 +pgl) +pop — L,

8 * 2. {inora 1786 v Rennes (Francie), T 12. kvétna 1856 v Paifz

Jacques Philippe Marie Binet byl francouzsky matematik, fyzik a astronom. Vénoval se maticovému poctu, jako prvni prisel

. ( ; . o . e . oy 14+v5)" = (1-v5)" ,
s pravidlem pro nasobeni matic. PriSel na Binettv vzorec pro Fibonacciho ¢isla u,, = ( )QH\/(E ) , ktery dnes nese

jeho jméno, i kdyZ stejny vysledek znal uz Abraham de Moivre stolet{ pfed nim. [37]
9Ve oznaceni ¢* je i index. Na VS trovni se u soutadnic pouzivaji horni indexy, kdeZto u hybnosti dolni indexy.
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kde po nékolika tpravach ziskavame

1 1 p? UM
H(r, 0, 5pmpo,pe) = o (pf + (p,% - Sin“;ﬁ)) —GE

Vysledek

Sestavili jsme hamiltonian a soucasné jsme tim sestavili rovnici energie. Hamiltonidn nezavisi na case
a prave proto se zachovava a ma vyznam celkové energie fyzikalniho systému.

2.10 Praktické vztahy v astronomii

V této kapitole nadefinujeme dilezité parametry kuzelosec¢ek a nékteré vztahy mezi nimi, které se ndm
budou hodit u dalsich prikladi. Pti uvedeni téchto definic se budeme vénovat jejich geometrickému
vyznamu v elipse (viz obr. , ktery bude obdobny i u dalsich kuzelosecek. Poté si popiseme orbitalni
elementy eliptické drahy obecné polozené vici ekliptice. V dalsi ¢ésti si pak pripomeneme nékteré vztahy
vyplyvajici z Keplerovych a Newtonovych zakont. Vétsinu téchto vztaht pozdéji vyuzijeme u feSeni
dalsich uloh.

2.10.1 Elipsa v roviné

V obrazku ¢. je elipsa zndzornéna dle rovnice (2.13) pro thel natoceni m = 0. Rozmér a je nazyvan
délka hlavni poloosy, b vedlejsi poloosy, ¢ je vzdalenost pericentra. Numerickou excentricitu budeme
ohnisko. Bod P je vrchol kuzelosecky, pericentrum, bod kuzelosecky lezici nejblize hlavnimu ohnisku. Bod
A je naopak v pripadé elipsy apocentrum, bod lezici nejdale od hlavniho ohniska. Primka AP se nazyva
primka apsid.

—_/

Obrézek 2.6: Elipsa s vyznac¢enymi dilezitymi rozméry

Plati
‘FlA‘ + q= 2@,

10Ve stiedoskolskych ucebnicich byva numericka excentricita znacena e, kdezto linedrni excentricita e. Ve vysokogkolskych
je to presné naopak. Budeme se v tomto pripadé drzet vysokoskolského znaceni.
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q= b
1+e’
p
P A= 2
[F1A] 1—e’
=g

Celkovou plochu elipsy muzeme vypocitat pomoci vztahu

S = mab.

2.10.2 Orbitalni elementy

Na nasledujicim obrazku vidime schematicky eliptickou drahu sklonénou viéi ekliptice. Rovina ekliptiky
je v nasem obrazku definovand polohou jarniho bodu T, vystupného uzlu §? a sestupného uzlu 5. Rovina
drahy je sklonéna o thel ¢ vici roviné ekliptiky a lezi na ni pericentrum P, apocentrum A, hmotny bod
m. Uhel zde oznaceny jako w jsme oznacovali m a znac¢i argument sitky perihelu. Uhel v mezi perihelem
a soucasnou polohou télesa je prava anomadlie a jinde jsme ji znacili ¥. Pro tplnost mizeme dodat, ze

thel mezi jarnim bodem T a vystupnym uzlem § byva nazyvan délka vystupného uzlu €.

Obrazek 2.7: Elipticka draha v prostoru; autor obrazku: Lukas Ledvina

2.10.3 Keplerovy zakony

Druhy Kepleriiv zakon nam dava vztah

xy — iy = |L|cosi = Lcosi,

L:r219:\/G(mA+mB)p:\/a(1—62).

Treti Kepleriv zakon muzeme zapsat jako

a®> G (ma+ mg)

P2 42 ’

_2n G (ma + mp)

n

P a3 ’
kde P je perioda obéhu a n je stredni denni pohyb.

22/
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Zakon zachovani celkové mechanické energie ndm dava vztah, ktery se v astronomii oznacuje jako
integral zivé sily
2 1
v? = G (ma +mp) ( — ) ) (2.17)
r

a
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3. Lagrangeovo reseni, libracni body

3.1 Uvod kapitoly

V této kapitole se budeme vénovat omezenému kruhovému problému tii téles. Omezenému, protoze bude-
me povazovat tieti téleso, jehoz pohyby budeme zkoumat, za zanedbatelné lehké oproti dvéma zbyvajicim
a budeme tak uvazovat, ze nepusobi gravitaéné na dvé télesa (primdry, ¢i primar a sekunddar), ktera se
pohybuji jako v problému dvou téles. Slovo kruhovy pak znaci zjednoduseni predpokladajici, Ze primary
se navzajem obihaji po kruznicich. To nam znacné zjednodusi situaci, protoze jediné takto miizeme jed-
noduse (analyticky bez pouziti fad) urcit polohu primaria v daném case. Budeme tak moci prejit do
rotujicich souradnic, které rotuji rovnomérné, ve kterych jsou primary stéle na jedné ose v konstantnich
vzdalenostech od pocatku a sily puisobici na tieti téleso jsou dané pouze jeho polohou v souradnicovém
systému a nejsou funkei ¢asu.

3.2 Speciilni Lagrangeovo feSeni (SS+)

Zadani

Meéjme t1i hmotné body, kazdy o hmotnosti m, ve vrcholech mysleného rovnostranného trojuhelnika
s délkou hrany a. Jaké jsou podminky, aby télesa méla uzaviené periodické orbity? Vyberte si jeden
priklad a popiste trajektorii, po které se budou télesa pohybovat a s jakou rychlosti. Neuvazujte stabilitu
systému.

Reseni

Uloha je zadana velmi navodné a proto se muze zdat az prilis jednoduchd. Podminka pro to, aby télesa
obihala po uzavtrenych krivkach, je relativné jednoducha. Staci jim udélit kazdému stejnou rychlost pod
stejnym uhlem ©, jak je zndzornéno na obrazku ¢. [3.1} a to dostatecné malou, aby télesa obihala po
elipse a neuletéla ndm do nekonecna. Z divodu symetrie v tloze pak mame zaruceno, ze budou obihat
porucha. Vzhledem k tomu, Ze je tento systém nestabilni, tak by pravé libovolné mald porucha vedla
ke zhrouceni systému. Pokud si jako drahu zvolime praveé kruznici, na které vSechna tti télesa lezi, pak
muzeme jednoduse vypocitat obéznou rychlost jako v prikladu ,, Vzajemny kruhovy obéh dvou téles”

Vviev

je ga
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Obrézek 3.1: Schematické znazornéni specidlniho Lagrangeova feseni

Tento problém se da dokonce zobecnit pro libovolné hmotnosti téles. Pro tii télesa lezici ve vrcholech
rovnostranného trojuhelnika vzdy existuje takové feseni, ze vSechna t¥i télesa se navzdjem obihaji kolem

Vvev

VvV

libra¢nim bodum.

Vysledek

Na jednoduchém piikladu jsme si ukdzali moZné zajimavé usporddani soustavy, které byt se zdd na
prvni pohled neuzitecné diky své nestabilité, tak analogie toho prikladu povede k zajimavym vysledktim
v podobé Lagrangeovych bodu L4 a Ls.

3.3 Souradnicovy prechod (Sé—l—)

Zadani

Ptejdéte od inercidlnich soufadnic (x,y, z), ve kterych se pohybuji dvé primérni télesa po kruznicich
v roviné zy se stifedem v pocatku, ke korotujicim souradnicim (£, 7, (), ve kterych lez{ primary na ose £
v jednotkové vzdélenosti od sebe. Transformujte polohy vsech trech téles.

Reseni

Nejprve si uvédomme ptivodni situaci. Znazornéna je na obr. €. Vektor rp — rg budeme znacit jako
D a jeho velikost |D| = D. Plati 7 = nt, kde n je stfedni denni pohyb definovany (2.16)). Soufadnice

primart v ¢ase t jsou pak v popsany kartézskymi souradnicemi

mp ma
xa (t) = D———— cosnt, rg (1) = —D——cosnt,
A<> ma +mp B() ma + mp
mp . ma .
t) = D——sinnt, t)=-D sinnt, 3.1
) = DB (1) = ~D—TA (31)
za (t) =0, 2p (t) =0.
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Vzhledem k tomu, ze se budeme zajimat zejména o pohyb tretiho télesa, tak jeho souradnice ponechame
bez indexu, tedy v této soustavé r = (z,y, 2).

Obréazek 3.2: Inercidlni souradnice tii téles v omezeném kruhovém problému tii téles

Na obrazku je zndzornén souradnicovy systém po transformaci. Podminka, aby télesa lezela na
osach a ze maji byt v jednotkové vzdalenosti, nam dava transformacni vztahy

&= %cosm‘—i—%sinnt,

L sinnt+ 2 ¢
= ——S1nn — COSNn
n=-5 5 ,

z
(=
A
mcg d
OA
e
mp ma .
(124, 0,0) (11, 0,0) §

Obrézek 3.3: Korotujici bezrozmérné souradnice ti{ téles v omezeném kruhovém problému tii téles
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V zésadé se jedné pouze o ¢asové zavislé otoceni kolem pocatku. Inverzni vztahy (tj. otoc¢eni o opacny
tithel) muzeme psét jako

x .
D= & cosnt —nsinnt,
% = {sinnt +ncosnt, (3.2)
z
D¢
Oznac¢ime-li hmotnostni parametry
_ ma _ mg
fa = ma +mg e = ma +mg

respektive pro prehlednost budeme pouzivat pouze jeden
[[’B = ﬂv :aA =1- ﬂv
pak muzeme transformované souradnice zapsat jako

(£A77}A7CA) = (/jvou 0) )
(€s:7mB,¢B) = (=1 + [1,0,0),

(&n.¢) = <la; cosnt + %Sinnt, —%sinnt+ %cosmf, ;) )

Vysledek

Transformovali jsme problém do bezrozmérnych souradnic, ve kterych bude dalsi feseni problému prehlednéjsi.

3.4 Neinercialni soustavy - Coriolisova sila

Pokud transformujeme spravné vztahy z inercialni soustavy soutradné do rotujici soustavy, pak muzeme
o¢ekavat, Ze se nam v transformacnich vztazich objevi takzvana nepravé sily (a z nich vyplyvajici neprava
zrychleni). Jsou to - odstfedivé sfla (Foq = —ma x (& x r)), Coriolisova silal] (Feor = —2md x v)
a Eulerova sila (Fg = —mé x r).

Odstrediva sila je nejznaméjsi a kazdy s ni mé asi nejvice zkusenosti. Piikladem mtze byt pohyb
volného micku ve vlaku, ktera jede do zatacky - micek jede ke strané vagonu a cestovatel, ktery by
nevédeél (a necitil), ze vlak jede do zatacky, by musel usoudit, ze na micek ptsobila néjaka sila. Eulerovym
zrychlenim se zabyvat nebudeme, protoze se vyskytuje az u soustav, které rotuji nerovnomérné.

Zbyva nam uvédomit si, jakym zptisobem funguje Coriolisova sila. Coriolisovu silu mizeme pozorovat
napriklad na Foucaltové kyvadle ¢i na vzdusnych hmotach. Foucaltovo kyvadlo je velmi dlouhé kyvadlo
kmit se kyvadlo pohybuje s nenulovou rychlosti a pokud jsme jinde nez na rovniku, pak se bude rovina
kyvu kyvadla stacet. Na severni polokouli se bude stacet kyvadlo po sméru hodinovych rucicek, na jizni
proti sméru. Cim véts bude zemeépisna Sitka, na které budeme kmity pozorovat, tim rychleji se bude rovina
rotace stacet. Nejsilngjsi by byl efekt na zemépisnych pélech. Obdobné funguje i to, jakym smérem se
staci tlakové vyse a tlakové nize. Kolem tlakovych vysi na severni polokouli se zpravidla staci vétry po
sméru hodinovych rucicek, kdezto kolem tlakovych nizi vitr obih& proti sméru hodinovych rucicek. Na
tomto zakladé je formulovano Buys-Ballotovo pravidlo, které 1iké, ze pokud stojime na severni polokouli
tvari proti vétru, pak se nalevo od nas nachazi tlakova vyse a napravo tlakova nize. Na jiznim polokouli
plati pravidlo presné opacné.

1 21, kvétna 1792 v Paitfzi, T 19. 241 1843 tamtéz
Gaspard-Gustave de Coriolis se zabyval zejména matematickou analyzou, klasickou mechanikou a hydraulikou. Studoval
tfeni. Zavedl pojmy prace a kinetickd energie. Zabyval se neinercidlnimi soustavami a silami v nich ptsobicich. Publikoval
matematickou praci o kuleéniku Théorie mathématique des effets du jeu de billiard [39].
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3.5 Lagrangiin tietiho télesa (VS)

Zadani

Vyjadrete Lagrangeovu funkci tfetiho télesa v omezeném kruhovém problému tii téles jak v inercidlni,
tak v korotujici soustave.

Reseni
Hmotnost tretiho télesa budeme znacit bez indexu, kdezto hmotnosti primarit indexujeme. Lagrangian
tretiho télesa v inercialni soustavé je

L(x,y,z,%,7,2,t) = % (mQ + 12 +22) +Gm (Q:n?t) + Q?Z)) 7
o= (@—2a(t)’+(y—ya )+,
o =(x—zp ()" + (y—ys (1) +22.

Nyni chceme prevést lagrangian do korotujicich soufadnic. Nejprve zderivujeme transformacni vztahy
(3-2), vypocteme tak kinetickou energii, dosadime z (3.1)) a ziskdme tak i vztah pro potencidlni energii

=D (fcosnt—n{sinnt—ﬁsinnt—nncosnt),

y=2D (ésinnt+n£cosnt+ﬁcosnt — nnsinnt) , (3.3)
2=DC.
2 e2 52
+9° + -
a:’# = &2 cos® nt + n?€? sin® nt + 7? sin® nt + n’n? cos® nt
— 2n&€ sinnt cosnt — 207 sinnt cosnt — 2nné cos® nt
+ 2nénsin® nt + 2n%En sin nt cos nt + 2nmnm sin nt cos nt
+ E2sin? nt + n2€2 cos® nt + 17 cos® nt + n?n? sin’ nt
+ 2n&€ sin nt cos nt + 2€7 sin nt cos nt — 2nné sin® nt
+ 2n&n cos? nt — 2n*Ensin nt cos nt — 2nan sin nt cos nt + 2
= 407+ + 0y — 20n€ + 2n&n + (2,
02
D—Az = &% cos? nt + n*sin® nt + ji* cos® nt — 2&n sin nt cosnt — 2jié cos® nt
+ 21 sin nt cos nt + £ sin® nt + n? cos® nt + ji* sin® nt
+ 26n sinnt cos nt — 2ji€ sin® nt — 2 sin nt cos nt + (2
= E-p 0+
% 2 2 2
Dz =&+ 1—[) 0"+ ¢

Tim dostavame konecny tvar lagrangidanu
1 . . .
L= imD2 (52 + 72+ 0?2 +n’n? - 2nné + 2n§'r’])

+Gm( = + B ). (3.4)
DA\Ve-m?+n+¢ JE+1-p +12+¢
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Vysledek

ReSenim této ulohy jsme ziskali lagrangian, ktery v dalsim studiu pohybu tfetiho téles v omezeném
kruhovém problému tii téles pouzijeme pro tvorbu diferencialnich rovnic.

3.6 Diferencialni rovnice omezeného kruhového pohybu (VS)

Zadani

Sestavte Euler-Lagrangeovy diferencidlni rovnice tietiho télesa v omezeném kruhovém problému tii téles.
Reseni

Pred dosazenim do Euler-Lagrangeovy rovnice (2.9)) si zprehlednéme situaci tim, ze v lagrangianu ((3.4))
ponechame ¢len potencialni energie oznaceny jako V'

L= ;mD2 (62 + 7%+ {2+ 0 + nn® — 20m€ + 2n€n) — V (£,1,0) .

Lagrangian postupné derivujeme podle jednotlivych souradnic a derivaci souradnic a dostavame

oL oV
= — mD? (n? A
o€ m (nf—l—m]) J€
a—n—mD (nn—i—nf)—an,
oL __ov
ac o¢’
oL 9 [
O~ (6= ).
oL
= —mD? (¥
o =" (n+ng) ,
a—ﬁ.:mDQC,
¢
., .1 oV
E= et 2m— e
. : 1 oV
”:nzn_M_mma?’ (3.5)
(=l
 mD?2OC’

Tim jsme dostali diferencidlni rovnice, u kterych si mtizeme rozebrat vyznam jednotlivych clent urcujicich
zrychleni tretiho télesa, tedy naptiklad druzice, kterou jsme vypustili v systému Zemé-Mésic. Prvni ¢len u
soutadnic £ a n je odstredivy ¢len a druhym je Coriolisovo zrychleni. Poslednim ¢lenem je u vsech souradnic
zaporné vzata derivace potencialni energie, ktera, jako jedina, by byla pritomna i u nerotujici soustavy.
Nevyskytuje se zde Eulerovo zrychleni, protoze uvazuje soustavu, ktera rotuje v ¢ase rovnomérné. Pokud
bychom chtéli tutéz transformaci provést u eliptického omezeného problému tii téles, pak by se nam
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v rovnicich jiz Eulerovo zrychleni objevilo. Derivace potencialni energie maji tvar

v _m( mae-m  meri-p

o D \(c-pP+r+)” (cr1-pP+p+e)”

ov m man mg1

— =G— + , (3.6)
N (S M (R C R R TS

o m mag mp(

(-t +)” (Er1-pPanp+)”

Vysledek

Sestavili jsme rovnice pohybu pro testovaci téleso v ramci omezeného kruhového problému tii téles, které
jednak budeme nadéle analyzovat a uz mohou slouzit pro pouziti v simula¢nich programech.

3.7 Jednotky pouzivané v problému tri téles

Zatim jsme presli k bezrozmérnym soutadnicim, ale stale udavame vsechny konstanty a rozméry pomoci
jednotek SI. Napriklad rozmér udavame v metrech, hmotnost v kilogramech, cas v sekundach a gravitacni
konstantu v kg7! m?®s2. To neni vzdy zcela ti¢elné a rdmci nebeské mechaniky se obvykle piistupuje
k pouzivani jinych jednotek. Na valném shromézdéni Mezindrodni astronomické unie bylo v roce 1976
v Grenoblu ve Francii vydano doporuceni [40], jaké jednotky je nejvhodnéjsi pouzivat a v roce 2009
na dalsim shromdazdéni, tentokrat v Rio de Janeiru v Brazilii, bylo rozhodnuto o zpresnéni konstant [41]
v ramci snahy pouzivat co nejpresnéjsi idaje. Systém takto prijatych jednotek ma ale daleko starsi ptivod,
ktery sahd az k Gaussovi a jednotkdm, které pouzival pii vypoctech on [43].

3.7.1 Jednotky dle TAU

Prejdeme tedy k jednotkam, jejichz zédkladem je Gaussova gravita¢ni konstantaﬂ
k = 0,01720209895 AU2den .
Konstanta se pouziva v rovnicich misto heliocentrické gravitaéni konstanty G Mg a plati pro ni
k* = GMs.
Jednotka Casu je 1 den (86400s), jednotka délky je astronomickd jednotka
1 AU = 1,495978 70700 (3) - 10" m

a hmotnosti hmotnost Slunce Msg. Lépe nez samotnou hmotnost Slunce dokdzeme, v soucasné dobé,
z méfeni urcit heliocentrickou gravitacni konstantu, z toho divodu je pravé ona zarazena do seznamu
konstant doporu¢enych k pouzivani, kdezto hmotnost Slunce nenf’]

GMg =1,3271244-10°m?s 2.

2pfesné, jeji hodnota je definovana, i kdy% historicky pochézi z méfeni

3Heliocentricks konstanta je zde udana pro jednoduchost pouze na 8 platnyrch cifer, aby nemusely byt diskutovany rizné
definice casti. Na dalsich cifrach jsou odlisnosti vyplyvajici praveé z rizné definovanych plynuti casu. Pro danou definici casu
ovSem muzeme mit hodnotu pfesnou na celkem 11 platnych cifer a chyba urceni se bude vyskytovat az na dvanacté platné
cifre. Tento rozdil vyplyva uz z relativistickych efektii, které v této praci uvazovany nejsou. Stejné tak je zde urcity rozpor
v presnosti k a GMg, ale ten plyne z toho, ze i kdyz je k definovano presné, tak pii prevodu pouzivame pocet dni v roce,
coz je veli¢ina, kterou nezndme neomezené presneé.
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Gravitac¢ni konstanta je pak fundamentalni konstantou, ktera je ur¢end asi nejméné presné, a to dle AU
2009 [40]
G =6,67428(67) - 10 M kg ' m?s 2. (3.7)

Gravita¢ni konstanta je ovSem zajimava i z toho hlediska, Ze jiz nékolikrat bylo ozndmeno presnéjsi
meéreni, ale ukazalo se, zZe neni tak presné, jak se ocekavalo. Také se udavana hodnota v pribéhu c¢asu
meéni. Dle TAU v roce 1976 pri zavedeni systému méla hodnotu

G=6,672-10""1 kg 'm3s72,
kdezto podle tabulek Particle Data Group [44] méa, podle tidaje citovaného z roku 2010, hodnotu
G =6,6738(8)-10 kg tm?s?.

V rdmci této prace bude nadale pouzivana pouze hodnota (3.7)) z IAU 2009. Hmotnost Slunce vypoctena
z tabelovanych konstant je pak

_ GMs

Ms =1,9884(2) - 10% kg .

3.7.2 Jednotky v omezeném problému tri téles
V tomto konkrétnim pripadé se pouzivaji obvykle jednotky, v nichz se polozi

Dzl, mA+mB:17
n=1, G=1.

Posledni z rovnosti jiz plyne ze tfech predchozich. Jedinym parametrem tulohy z hlediska primarnich
teles pak zustava . Taktéz se vynechava konstanta m, hmotnost tretiho télesa, protoze zkoumame jeho
dynamiku a ve vSech pohybovych rovnicich se zkrati, proto ji také dale nebudeme zapisovat. Tim se nam
zjednodusuje zapis lagrangianu i rovnic z néj vyplyvajicich (3.5), a to véetné derivaci potencidlni
energie (3.6))

L= (&4 4t — 206 4 260)
1-f ji )
+ + , (3.8)
(\/(€—ﬂ)2+772+62 ViE+1-p) +n2+¢
é=5+2f7—%¥,
i=n-%-G, (39)
.V
(=5
v __ (-pE-p . E+1-p
% (e-mrrr+)” (er1-p )
ov (1-p)n pn
A + , (3.10)
M (- ) (Er1-pPrere)”
oV (1-f)¢ . fiC |
0 (e-prrme+)” (Er1-prene+e)”
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Zaved'me si pro pozd&jsi potfebu efektivni potenciél, ktery v tomto tvaru byva nazyvan Hilliv potenciél,

1
se kterym maji rovnice (3.9) tvar
: .00
§=2n+ €
Lo 00
- 09
¢= -

3.8 Kolinearni Lagrangeovy body (Vé)

Zadani

Naleznéte v omezeném kruhovém problému tii téles polohy kolinedrnich (lezicich na ose £) Lagrangeovych
bodu Ly, Ly a L3. Lagrangeovy body ¢i libracni centra jsou stacionarni body.

Reseni
Hleddme Teseni rovnic (3.12)) s podminkami

77:07 C:O7

které zaruci, ze hledana reseni budou na ose & a

£€=0, £=0, 7=0, 7=0, (=0, (=0, (3.13)
které nam zase zaruci, ze nase Teseni bude stacionarni. Tim padem nam sta¢i najit takové body, ze

o _ o _ . o _

5 =0 a77_(), éTC_(), (3.14)

Druhd a tfeti rovnice ndm nedaji zddnou novou informaci (vyjde 0 = 0). Z prvni rovnice dostavame

g_(1—11)(5—11)_ pE+1—p)

( @—mﬂg ( @+1—mﬁ3:

Tato rovnice se nam rozpada na tri dalsi rovnice, podle intervalu, ve kterém bereme hodnotu vzdalenosti
od priméari

1 -7 i .
- - :07 )
T G pes

I A L )
e e e
i [ <1+,
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Tim dostdavame tii polynomialni rovnice patého stupné
_\2 _\2 _ 2 _\2
§€—n) E+1-—p)-1-p)E+1-p)"—pE—p" =0,
pro pi < &,
_\2 \2 _ 2 _\2
§E—n) (E+1-—p)+1-p)E+1-p) —p€—-—p =0,
pro —14+p< £<np,
_\2 _\2 _ 2, - _\2
§€—p) (E+1-p)"+A-p)E+1-n)" +a—pn =0,
proé < —1+4p.
Na feseni rovnic patého a vyssiho stupné ovsem nemame obecné postupy. Vzhledem k tomu, ze zakladni
véta algebry 1ikd, ze kazdy polynom ma v C alespon jeden koren a ze nase polynomy maji redlné koeficien-
ty, tak muzeme Tici, Ze alespon jeden redlny koren md kazdy z polynomii. Pokud totiz rovnice s koeficienty
v R mé koren & v C, pak m4a i druhy kofen, ktery je k prvnimu kofenu komplexné sdruzeny & = &;.
Vzhledem k tomu, Ze se komplexni kofeny vyskytuji pravé po dvojicich a ze pomoci déleni polynomi
zjistime, ze polynom k-tého stupné ma praveé k korenil, minimalné jeden koten musi byt redlny. Rovnice
tedy muzeme Tesit pribliznymi metodami, naptiklad v programu Wolfram Mathematica pomoci funkce
FindRoot, ktera je pfimo urc¢end na hledani kotenti. V ramci této bakalarské prace byl za timto tcelem
pripraven soubor lagrangeovy-body.nb, ktery slouzi k pribliznému vypoctu poloh Lagrangeovych bodu
L1, Ly a L a také graficky znazornuje polohy Lagrangeovych bodl v soustavé v zavislosti na parametru

it. Rovnice maji vzdy pouze jeden redlny kotfen v oblasti, ve které jsou definované a v ramci vypoctu se
programu ,,pomaha”“ v rychlém nalezeni korenu nastavenim jeho priblizné hodnoty.

Vysledek

Sestavili jsme rovnice patého stupné udavajici polohu Lagrangeovych bod. Resent téchto rovnic v zavislosti
na j1 bylo realizovano pomoci jednoduchého apletu v programu Wolfram Mathematica.

3.9 Nekolinearni Lagrangeovy body (VS)

Zadani

Naleznéte vsechny dalsi stacionarni body, které nelezi na ose &.

Reseni

Aby nelezely dalsi mozné Lagrangeovy body na ose &, pak musi platit n # 0 nebo  # 0. Uvazime-li opét

rovnice (3.12)) a podminky (3.13) staciondrnich bodu, pak opét dostdvame vztahy (3.14). Z posledni z
téchto podminek zjistujeme

(1-7) i i
_ 3/2 _ 3/2 )

(€=m?+m+)" (E+1-p°+n2+ )
kde ¢len v zavorce bude vzdy kladny (oba ¢leny maji v ¢itateli kladnou hodnotu a ve jmenovateli maji
kladnou vzdalenost ve tieti mocniné). Rovnost muze byt tedy splnéna pouze pro ¢ = 0. Timto jsme
zjistili, ze jakykoliv dalsi stacionarni bod musi lezet pouze v roviné obéhu. Déle tedy uvazujeme 1 # 0
a ¢ = 0. Prvnf a druha podminka (3.14)) pfi oznaceni o3 = (€ — i)° + 1% a 0§ = (£ + 1 — )° + 7 dévé

. Q=@ E-—p) pE+1-np)
0 - 5 - 3 - 3 )

OA 9B

L
AP Gl DL/
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coz muzeme upravit na

1— i ﬁ) (1 1
0=¢(1- - |+t0—-n u(— :
< A o) U g g

l—p
0277(1— —),
oA o

kde z druhé rovnice (vime, Ze n # 0) muzeme dosadit do prvni a dostavame

0x = 0
coz znamena, ze vzdalenost od obou priméari v roviné obéhu musi byt stejnd, tedy hledané body by

musely lezet na pifmce £ = g — 1/2. Dosadme jesté do rovnice pro 7

-4 i

ok o

3

]__ = QA:]‘7

z Ccehoz plyne, ze stacionarni body se musi nachazet presné ve vzdalenosti 1 od obou téles, tedy ve
vrcholech rovnostranného trojihelnika.

Vysledek

Nalezli jsme zbyvajici Lagrangeovy body L, a Ly a potvrdili domnénku z prvniho prikladu této kapi-
toly, ze se nachdazeji ve vrcholech rovnostranného trojihelnika, jehoz zbyvajici dva vrcholy tvori priméar
a sekundéar. Analyticky jsme prozkoumali cely tfirozmérny prostor a muzeme tedy prohlésit, ze v ome-
zeném kruhovém problému tii téles je praveé 5 stacionarnich bodi.

34/



KAPITOLA 4. JACOBIHO POTENCIAL A HILLOVY PLOCHY

4. Jacobiho potencial a Hillovy plochy

Motivaci této kapitoly je hledani urcitych restrikci, v ramci kterych je tieti téleso nuceno se pohybo-
vat v rdmci omezeného kruhového problému tif téles. Toto omezeni ndm poskytne Jacobiho integrall]
a nasledné ho budeme moci reprezentovat Hillovymi plochamiP}

4.1 Jacobiho integral (VS)

Zadani

Vynéasobte jednotlivé rovnice 1} po fadé éleny &, 7 a (, rovnice seftéte a naleznéte tak Jacobiho
integral.

Reseni

Provedeme tpravy navrzené v zadani

0
§§=2§ﬁ+§8f57
: Q
n
.90
Cczgaica
000 000y 090
& i+ (¢ = 229 TR TR

oE ot anot ' aC ot

Na levé strané mame derivaci podle casu a na pravé mame totalni diferencial. Rovnici tedy mtzeme
upravit na tvar

i(£2+7‘72+62):2i).

Rovnici miizeme zintegrovat podle ¢asu. V tomto kroku priddme konstantu, kterou budeme znacit C'
E+?+3+0=20 = C=2(n,() -0 (4.1)
C je praveé hledanym Jacobiho integralem. Oznacili jsme
V= €2 4?4 (2

coz je proménnd majici vyznam velikosti rychlosti satelitu.

1% 10. prosince 1804 v Postdamu, T 18. tnora 1851 v Berliné
Carl Gustav Jacob Jacobi byl jednim z nejvétsich matematikil své generace. Vénoval se teorii ¢isel, funkci, linearni algebre,
diferencialnim rovnicim i aplikované analytické mechanice. Sepsal dilo vénujici se eliptickym funkcim. Funkcionédlni determi-
nant dnes po ném nese jeho jméno. Nazyva se Jacobiho determinant ¢i jakobian. S jeho vyznamnym prispénim pak vznikla
dnesn{ Hamilton-Jacobiho teorie pouzivand v teoretické mechanice. Byl objevitelem Jacobiho integralu [47].

2 % 3, biezna 1838 v New Yorku, T 16. dubna 1914 ve West Nyack (stat New York)
George William Hill byl americky astronom a matematik. Ve svoji préaci se soustredil zejména na problém tii téles, pozdéji
i na problém ¢tyT téles. Vénoval se presnym vypoctim obézné drahy Meésice kolem Zemé a planet kolem Slunce. Definoval
Hillovu sféru na zékladé préace Edouarda Rocheho. Jedna se o sféru, ve které musi lezet napriklad orbita mésice obihajictho
svou planetu, aby neopustil jeji ,, sféru vlivu“ a nepreletél napiiklad ke Slunci. Télesa nalézajici v této sfére pak mohou byt
popisovana tak, ze primarné obihaji svou planetu a az v dalsim pfiblizeni pozorujeme poruchy, perturbace drahy. Casto
byva nazyvana Rocheovou sférou [4§].
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Vysledek
Ziskali jsme hledany Jacobiho integral. Ten mtzeme vyuzit tim zptsobem, ze si vztah opét upravime
C

Vime, ze rychlost musi byt nezaporna, stejné jako jeji druhd mocnina. Z toho dostavame informaci,
ze zobecnény potencidl musi nabyvat vzdy vyssi hodnoty nez C/2. Hodnotu C' muzeme ziskat tak, ze ji
vypocéteme z pocatecnich podminek tlohy. Pak, v ur¢itych piipadech (kdyz je C' dostateéné velké), ziskdme
netriviadlni feSeni oblasti, do které nesmi nikdy satelit vstoupit. V programu Wolfram Mathematica byl
vytvoren soubor s vyznaCenymi oblastmi, do kterych se téleso nemtze nikdy dostat (ndzev jakobiho-

integral.nb), ukazka na obr. ¢.

mg il
e B 1 :
mpa+mpg 3

C=2R =3 =332

K ‘ |
{D_D, . « - @ < 4" 0of e« - @ 1" 0of . e - @ i Jr

-15 i =] =kS
-15 -10 -05 00 05 10 15 -15-10-05 00 05 10 15 -15-10-05 00 05 10 15

C =354 C =388 C=5

-15 —15 -15
-15-10-05 00 05 10 135 -15 -10 -05 00 05 10 15 =15 -10-05 00 05 10 15

Zakazané oblasti pro riizné hodnoty Jacobiho integralu

Obrézek 4.1: Ukazka zakazanych oblasti pro télesa majicich rizné hodnoty Jacobiho integralu v soustaveé
S = %, vytvoreno v programu Wolfram Mathematica

V jednotlivych casti obrazku, ktery je pro g = %, si muzeme povsimnout, bereme-li je odzadu, ze napr.
pro hodnotu C' = 5 existuji v soustave tii oddélené oblasti, ve kterych se mtze satelit vyskytovat. Jsou to
dvé oblasti pobliz dvou centralnich téles, tieti oblast je v dostatecné vzdélenosti od poc¢atku. Mezi témito
oblastmi se pak satelit (v omezeném kruhovém problému tii téles) nemuze nikdy premistit. V dalsim
pripadé s C' = 3,88 jiz muze nastat premisténi satelitu z obézné drahy jednoho télesa na obéznou drahu
druhého télesa, napiiklad by to znamenalo, Ze by mohl satelit preletovat mezi Zemi a Mésicem (pro jiné
i by vypadal obrazek obdobné). Satelit muze prechézet ale pouze v blizkosti bodu L;. Zatim, pokud byl
satelit ptiivodné umistén do blizkosti primarta, nemuze opustit soustavu, a to po libovolné dlouhou dobu.
Treti zajimavy pripad je tieba pri C' = 3,54, kdy se spojily jiz vSechny tii oblasti, ale satelit mtze uletét
ze soustavy pouze pres hrdlo kolem bodu Ly za lehéim z priméart. V dalsich se pak jiz otevie i oblast
kolem L3 a pro nizsi hodnoty nez cca C' = 2,77 pak omezeni pohybu dané Jacobiho integralem neni zadné.
Presnéjsi hodnotu této hranice v zavislosti na poméru hmotnosti primart vypocteme v dalsim prikladu.
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Jacobiho integrél je ovsem jedinym integralem pohybu satelitu, ktery mtzeme ziskat v obecném pripadé
omezeného kruhového problému tii téles. Dalsi integraly obecné nenajdeme, ale existuji specialni fesent,
kterd se nalézt daji. Uvazeni nenulové excentricity ve vzdjemném obéhu primért pii snaze o zobecnéni
ulohy vede k tomu, zZe jiz nenajdeme v obecném pripadé bez aproximace ani tento integral.

4.2 Jacobiho integral v L, a L (SS)

Zadani

Urcete hodnotu Jacobiho integralu C' v zavislosti na iz v bodech L4 a Lj pro téleso s nulovou rychlosti.
Tuto hodnotu znac¢ime C".

Reseni
Soutadnice bodt Ly a Ls jsou (ﬂ — %, j:?, O) a tedy pro hodnotu Jacobiho integralu pro téleso s nulovou
rychlosti plati

C‘:29<ﬁ—1 i?,()):(ﬁ—1)2+<i\/§>2—21_“—2“:3—g(1—,}).

2’ 2 2

Vysledek

Minimélni hodnota C" v bodech Ly a Ls je pro i = 1/2 a to 2,75. Nejvyssi pak pro g — 0 a to 3. Pokud
je hodnota C' < C", pak nedostavame zadné omezeni na oblast, ve které se muze satelit pohybovat, pro
hodnoty C' > C" existuji netrividlni Hillovy plochy.

4.3 Hillovy plochy pro velké C' (SS+)

Zadani

Hillovy plochy jsou ekvipotencialni plochy Hillova potencialu. Alternativni definice je, ze Hillovy plochy
nulové rychlosti jsou plochy tvorené body se stejnymi hodnotami Jacobiho integralu pro nulovou rychlost
tretiho télesa. V prostoru jsou to obecné dvourozmérné souvislé plochy, v fezech, kterymi se budeme
zabyvat nejvice, jsou to spojité kiivky. Urcete priblizny tvar téchto krivek v roviné ¢ = 0 pro velka C.

Reseni
Méame rovnici pro Jacobiho integréal (4.1)), v =0 a jsme v roviné ¢ = 0, tim dostdvame

1—f i
C=20(£n,0) = +n"+ + :
VE—mP+n2 JE+1— )+

Velkého C' mizeme dosdhnout dvéma, resp. tfemi zptusoby. Mizeme byt daleko od pocatku, pak hraji
hlavni roli ¢leny &2 + n?. Z toho miiZeme usuzovat, Ze jednim FeSenim je kruZmice £2 + n? ~ C. Dalsi
moznosti je zmensovat jmenovatele jednoho ze zlomki. Mazeme se blizit bodu i, resp. i — 1. Pak plati

1_/j —\2 2 1_ﬂ 2
Cw~ = - +r={—F)] .
(€ =)+ < ¢ )
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respektive

=\ 2
O%\/(@rlfu)%ﬂf = Eri-ier=(g)

coz jsou rovnice kruznic o stredech f, resp. p — 1.

Vysledek

Zjistili jsme, ze Tezy Hillovych ploch nulové rychlosti pro velké hodnoty Jacobiho integralu v roviné ¢ = 0
se blizi kruznicim, z nichz je jedna velka se stfedem v pocatku soustavy souradné a druhé dvé jsou malé
se stredy v mistech, kde jsou umistény hmotné body.

4.4 Obecné Hillovy plochy

Zajimavé ovsem nejsou pouze limity tvara Hillovych ploch nulové rychlosti v fezu pro velké hodnoty C, ale
také ostatni Hillovy plochy. Nejvic pak ty prochézejici body Ly, Ly a Lz (v pripadé Ly a Ls Hillova plocha
degeneruje v roviné ¢ = 0 na dvoubodovou mnozinu). Pro zobrazeni tvaru Hillovych ploch byl vytvoren
soubor hillovy-plochy.nb. Jeho soucasti jsou dva modely Hillovych ploch v bindrnim systému. V obou lze
meénit parametr . Prvni z nich ukazuje nékolik Hillovych ploch, v fezu ktivek oddélenych plochami stejné
barvy. V tomto apletu lze ménit i v souradnici ¢ = konst. v intervalu (—1,1). V druhém je pak znazornéno
plochy, které prochazeji body L, Ly a L. Soucasné jsou zde i zndzornény polohy Lagrangeovych bodi.
Hillova plocha prochazejici body Ly a Ls je degenerovand pouze na dva body (pravé tyto Lagrangeovy
body) a tim padem je zde zndzornéna i tato. Hillovy plocha prochézejici bodem L je hraniéni plochou,
kdy pro nizsi hodnoty C' satelitu nez ma bod L; muze dochézet k vyméné satelitu mezi primary. Prostor,
ktery Hillova plocha prochéazejici bodem L; obepind, se nazyva Rocheovy laloky.

4.5 Hillova sféra (SS)

Zadani

V tomto prikladu budeme studovat stabilitu orbity satelitu obihajiciho kolem planety, ktera obih& kolem
Slunce. Predpokladejme, ze mtizeme zanedbat gravitacni vlivy jinych téles a vSechny negravitacni vlivy.
Budeme se zajimat o satelit, ktery obiha v roviné £n. Odhadnéte polomér Hillovy sféry (¢i Rocheho sféry),
tj. oblasti kolem sekundarniho télesa, uvnitt které muzeme satelity povazovat za satelity planety a ne
Slunce. V rdmci ne zcela presného odvozeni, které ale dava radové dobry vysledek, hledejte misto na ose &,
ve kterém je obézna doba satelitu kolem planety stejna jako obéznéa doba kolem Slunce. Spravny vysledek,
ktery odvodil Hill, dostanete vynasobenim svého vysledku konstantou \‘“/g . Muzete predpokladat, ze
hmotnost planety je zna¢né mensi nez Slunce.

Reseni
Obéznou rychlost kolem hmotného bodu jsme pocitali jiz v prvnim piikladu, viz rovnice ((2.1). Pokud
prevedeme vzorec do bezrozmérnych jednotek a napiSseme rovnost pro rychlosti, dostavame

=i _ [
V' o} o

Uvazime-li, Ze na spojnici Slunce-planeta plati op + op = 1, pricemz nés zajima gg, pak dostavame

R el Y T | B L

(1—08)° o l—op V1-14
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oB=— —~

1+ 3 ——
l—p

V poslednim kroku jsme pouzili aproximaci, ze ji/ (1 — i) << 1. Polomér Hillovy sféry je

T

Owill = ] m . (4.2)

Vysledek

Urcili jsme polomér Hillovy sféry, tedy polomér, ve kterém miizeme satelity povazovat za trvalé satelity
planety.

4.6 Astronaut a lod (SS)

Zadani

Mize se stat astronaut na obézné draze kolem Zemé satelitem svoji materské lodi? Vyuzijte vysledku
predchozi tlohy a naleznéte potfebna data k tloze na internetu.

Reseni
Predchozi vztah (4.2]) byl odvozen pro bezrozmérné veli¢iny. Pokud prejdeme zpét k soufadnicim, které
maji fyzikdlni rozmér, pak dostavame polomér Hillovy sféry

m
n=Dg———
it 3 (Myz +m)

Vvev

je hmotnost Zemé. Jako druZici si mizeme vybrat napiiklad Mezindrodni vesmirnou stanici (ISS). Jeji
hmotnost je zhruba Miss = 4,2 - 10°kg a obfhd Zemi ve vySce h = 350km dle [49]. Polomér Zemé je
Rz = 6378 km. Polomér Hillovy sféry, ve které by Mezinarodni vesmirna stanice mohla mit své satelity,
které by si mohla dlouhodobé udrzet, je

=(Rz+h) ¢ ~2m.
7188 ( Z )\/3(MZ+MISS) m

Vysledek

Polomér Hillovy sféry je radové pouze 2m, coz je velikost, kterou rozméry kosmické stanice vyznamné
prevysuji. Je tedy zcela evidentni, Ze astronaut, alespon se soucasnymi ,lehkymi“ vesmirnymi stanicemi v
blizkosti Zemé, se nikdy nemuze stat obéznici této stanice a pokud se stanice pusti, tak bez jisténi mutze
nenavratné od stanice uletét.
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5. Pohyb kolem bodi Ly, L

V této kapitole vyresime teoreticky problém linedrni stability téles umisténych do blizkosti Lagrangeovych
bodu Ly a Ls, jehoz konkrétnimu pripadu v soustavé Slunce-Jupiter se budeme vénovat v dalsi kapitole.

5.1 Stabilita Lagrangeovych bodia L, a L; (VS)

Zadani

Ovérte, ze v omezeném kruhovém problému ti{ téles jsou pro urcité hodnoty i body L4 a Lj linedrné
stabilni a Ze tak téleso umisténé v jejich blizkosti s dostatecné malou rychlosti viici nasi korotujici soustave
se v okoli téchto bodtl muze udrzet prakticky neomezené dlouho.

Reseni
Jiz vime, ze v Lagrangeovych bodech plati

oY o o
9 an  ac

Totalni diferencial funkce f muzeme psat jako

0
4f (€m0 = rde + Fan+ Za.

Pro zkraceni znaceni budeme derivace funkce f podle veli¢iny g znacit J,f misto % a druhou deri-
vaci obdobné J,,f. V okoli Lagrangeovych bodi si tedy rozepiseme potencidl a provedeme linearizaci
dé ~ € — &, kde & je soufadnice Lagrangeova bodu a € je proménna uréujici vzdalenost od Lagrangeova
bodu, obdobné pro dalsi souradnice

859 =~ 58559 + 7787759 + 58459 ,
Oy & £0ey 2 + 10,y 2 + (02
02 2 £ + 110y + (0.

Zavedme si vektor obsahujici soufadnice €, 7 a C a jejich zmény podle 7 a pfepiSeme si s jeho pomoci

rovnice (3.12) a vztahy j—é = ¢ atd.

3 0 0 0 1 0 0\ (¢
n 0 0 0 0 1 o7
oSl 0 0 0 0 016
"¢ OecQ 0enQ 0:cQ 0 2 0f|¢
7 OpeSY O 0 =2 0 0] |7
¢ 0eeQ 02 92 00 0/ \¢

Aby byl néjaky Lagrangetiv bod stabilni, musi mit vSechna vlastni ¢isla matice nekladnou realnou ¢ast.
Pokud by mély zaporné redlné ¢asti, pak bychom dokonce dostali feseni, ve kterém se v prubéhu casu
pohyb kolem Lagrangeova bodu jemu samotnému exponencialné blizi. Pokud budou realné ¢asti nulové
a budou mit nenulovou komplexni ¢ast, pak bude nas satelit v okoli Lagrangeova bodu oscilovat.
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Zapisme si prvni derivace zobecnéného potencialu

1—fi T )
ONV=§———(E—pn)— 5 E+1-p),
OA OB
- @
0,=n———n——=n, 5.1
! 0% o (5-1)
I—p o
0) = — — =C.
¢ 0% o}
Oznacime li 1 _
—pp
(I)fﬂhg - + =,
( ) g 0

pak miuzeme rovnice (5.1)) prepsat do tvaru
. H
B

8CQ = —C@ (57777C) .

Nyni budeme provadét druhé derivace. V nasem pripadé plati zaménnost druhych derivaci, takze potfebujeme
vypocitat 6 hodnot. Uvazujeme ¢ = 0, protoze nas zajimaji Lagrangeovy body lezici v roviné &n.

355921—<I>(£,W,C)—éaaCI)(é,n,C)Jru@(é,n,C)+3g53(£+1—u),

OnQ = OpeQt = —n0e® (€,1,C)
et = 0ceSt = —COP (€,1,¢) =0,
Ot =1—=2(&n,¢) —ndy® (,n.¢) ,
OenQ = 0y = —C0y® (€,1,¢) = 0,
et = = (§,1,¢) = COc® (&1, ¢) = =P (&n,C) ,

5
A OB

860 (€.1,C) = — (1;“<s—m+‘;<f+1—m),

-0 | fi
o (e = s (L L)
oA B
Zatim jsme postupovali obecné pro jakykoliv Lagrangetiv bod, ale nyni pfejdeme k vyjadieni hodnot
derivaci primo pro body L, a Ls, tedy & = i1 — % an= :I:@,

3
a§§Q|L4,L5 = 1’

afer|L4,L5 = aﬁ§Q|L4,L5 =+ 4 (1-2p),
9
a77"7§2|L4,L5 = 1 ’
@<<Q|L47L5 =-—1.
Nyni mizeme zaplnit matici konkrétnimi ¢isly

0 0 0 1 00
0 0 0 0 10
A 0 0 0 0 01
Iars = 3 TY5(1-27) 0 0 20
F3Y3 (1 - 2) g 0 -2 00
0 0 -1 0 00
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Jak si mizeme vsimnout, muzeme ze soustavy ziskat neprovédzanou rovnici pro proménnou (

(+¢=0,
tato soustava ma vlastni cisla A » = £i. Maticovou rovnici mizeme zjednodusit
3 0 0 1 0\ /¢
5 nl 0 0 1|7
“le] T ; FP(1-2p) 0 2]|¢
i F2 (1 —27) 1 -2 0/ \7

Pokud od matice odecteme AE, kde [E je jednotkova matice, a vypocteme z této nové matice determinant,
pak dostavame charakteristicky polynom

27
)\4+)\2~|—Zﬁ(1—ﬂ) =0.
Jedn4 se o bikvadratickou rovnici. Vypoétéme si determinant charakteristické rovnice pro A = \?
Dy=1-27a(1—p) .

Determinant je kladny pro g € (0, i*), kde zna¢ime

1 23
== 1—-/—= | = .
=3 ( 27) 0,0385

Kdyz je determinant kladny, pak feseni A budou zaporna a jejich odmocniny A ryze komplexni ¢isla. To
je presné podminka stability, kterou jsme hledali. Pokud by byl determinant D, zaporny, pak dostaneme
néjaké komplexni ¢islo, jehoz jedna z jeho odmocnin bude mit vzdy kladnou c¢ast a feseni pak bude
nestabilni.

Vysledek

Zjistili jsme, ze Lagrangeovy body L4 a Ls jsou, dle teorie linedrni stability, stabilni pro pomér hmotnosti
primarniho a sekundarniho télesa mensi nez p*. Toto spliuje kazda ze soustav Slunce-planeta, Zemé-
Mesic, ale napiiklad u dvojhvézd tato podminka nebude splnéna témér nikdy.

Pokud bychom provedli stejny postup i pro Lagrangeovy body L, Ly a L3, pak bychom zjistili, ze tyto
body nejsou stabilni pro zadné p.
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6. Planetky skupiny Trojané

Tato kapitola primo navazuje na predchozi, ktera se vénovala stabilité obéznych drah v okoli Lagran-
geovych bodl Ly a Ls. Jiz vime, Ze pohyb satelitu v okoli bodu L4 ¢i Ls by mél byt linedarné stabilni.
V této kapitole srovndme nékteré mozné zékladni trajektorie, které mohou nastavat v omezeném kru-
hovém problému tii téles. Pro tento ucel byly vytvoreny soubory pohyby-I.nb a pohyby-IL.nb. V obou jsou
predpocitané nékteré trajektorie s relativné vysokou presnosti, ktera ovsem vypocet tvori nedostatecné
rychlém pro plynulé zmény v nastaveni, proto nejsou zmény parametri mozné piimo v samotné simulaci,
ale tu lze vytvorit novou, pokud se zméni parametry primo ve Wolfram Mathematice a provede se novy
vypocet. Zobrazeni je jak ve 2D, tak v 3D a v 3D zobrazeni lze ménit nata¢enim soustavy souradné thel
pohledu na drahu. V prvnim souboru jsou trajektorie pravé pro pomér hmotnosti odpovidajici hmot-
nostem Slunce a Jupiteru. V druhém jsou pak pro parametr g = 1/2. Muzeme tedy rovnou srovnavat
soustavy typu hvézda-planeta a planeta-mésic s bindrnimi hvézdnymi systémy. Pokud budeme mluvit o
rychlosti, méame na mysli rychlost vii¢i korotujicimu systému, ve kterém je simulace pripravena.

V prvnim pripadé je téleso umisténo dokonale presné umisténo do Lagrangeova bodu Ls s nulovou
pocatecni rychlosti. V obou simulacich pak vidime, Ze téleso v daném misté setrvava. Stejného vysledku
bychom dosahli i u Lagrangeovych bodu Li, Ly, L3 a Ls, pokud bychom nenarazili na nepfesnost vy
vypocetnim systému, kde by se za néjaky c¢as projevila drobné vychylka od Lagrangeova bodu.

Ve skute¢ném systému se ovsem nepodari umistit téleso do Lagrangeova bodu presné a priméry se
obihaji s nenulovou excentricitou. Také je nepravdépodobné umistit néjaké téleso s dokonale nulovou
rychlosti vi¢i korotujici soustavé. Presné tyto situace nam ukazuji dalsi dva pripady. Druhy pripad
je umisténi presné do Lagrangeova bodu s nenulovou rychlosti a treti pripad je umisténi do blizkosti
Lagrangeova bodu s nenulovou rychlosti. To pro soustavu Slunce-Jupiter odpovida presné Trojantim,
coz je skupina planetek obihajici zhruba 60° za Jupiterem. V oblasti kolem 60° pred Jupiterem se pak
planetkam casto rika Rekové. To je alespon puvodni oznaceni, které se pouzivalo ptivodné. Opravdu
velkd cast planetek ma nazvy podle feckych a trojskych hrdinti. Dnes se pojem Trojan pouziva i v Sirsim
méritku a to i v jinych soustavach, kde se takova télesa vyskytuji a to jak pro ¢ast planetek obihajici
za planetou/mésicem, tak pred ni. Napiiklad nékolik objevenych Trojant mé i Mars a Neptun. U Zemé
je objevené jiz také jedno téleso v bodu L4 - 2010 TK;. U Saturnovych mésicit se dokonce vyskytuji
trojanské mésice (Tethys m4 trojanské mésice Telesto a Calypso, Dione Helene a Polydeucenes). Nejvice
znamych Trojan méa ale pravé Jupiter. Drahy téchto sateliti jsou pravé podobné druhému a tretimu
pripadu, které jsou na obr. ¢. Tento tvar drahy se oznacuje jako , tadpole”, ¢ili pulec. Z obrazki je
vidét, ze ackoli Jacobiho integral dovoluje télesim pohyb prakticky v celém prostoru, tak se pohybuji
v okoli stabilntho bodu Ls. Takovéto trajektorie u Lagrangeovych bodu L, Ly a Ls pozorovat nemuzeme.
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mEL -15L

Obrazek 6.1: Priklady drah, které mohou vykonavat Trojané, tvary drahy , tadpole®

V pripadé dvojhvézdné soustavy, kde je pomér hmotnosti slozek p prilis velky, miizeme pozorovat
nestabilitu systému pro t¥et{ slozku viz obr. ¢.[6.2] Vidime pifklady drah, které nabere téleso s poc¢dteénimi
podminkami, kde u prvni simulace byla nenulovd malé rychlost a u druhé byla nenulova malé vychylka z
Lagrangeova bodu. V obou pripadech to vedlo k tniku satelitu z Lagrangeova bodu. Jedna se o chaoticky
systém a libovolné blizké pocateéni podminky vedou po delsi dobé k diametralné odlisnym fesenim.

n n
15r \ i

-1sL —15L

Obrazek 6.2: Ukazka nestability Lagrangeovych bodi Ly a Ls u dvojhvézdného systému s pomérem
hmostnosti u > p*

Nékteré planetky kolem Jupitera mohou obihat i po dréaze , horseshoe* (v piekladu podkova), viz obr.
[6.3] coz je vlastné spojeni dvou protazenych drah tadpole do jedné dréhy.
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Obrazek 6.3: Priklady drahy , horseshoe”, po které se mohou pohybovat planetky

Posledni simulace v pifpadé soustavy Slunce-Jupiter, viz obr. ¢.[6.4] ukazuje piiklad myslené obéznice
Slunce s vysokou excentricitou, kterd je vlivem Jupiteru jenom rusena, ale dominantni vliv méa na ni
pravé Slunce. Existuji rodiny planetek, které se chovaji podobné. Rodina asteroidi Hilda je tvorena
pravé druzicemi, které jsou v orbitdlni rezonanci 3:2 s Jupiterem. Jejich afélia jsou v opozici k Jupiteru
a 60° pred a za Jupiterem.

Obrézek 6.4: Myslena obéznice Slunce

Zbyvajici simulace v druhém souboru ukazuji castice, které jsou ve sférach vlivu jednoho, druhého
a obou hvézd.
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7. Zachyt komety Jupiterem

Ve Slunecni soustavé se vyskytuje velké mnozstvi komet, které obihaji Slunce. Pti jejich obéhu se mtze
stat, ze dojde k blizkému priletu kolem velké planety, nejcastéji Jupitera, kterd zméni elementy jeji drahy.
Motivaci této kapitoly je nalézt vztah mezi elementy drahy komety pred a po ptiblizeni k Jupiteru. Mnoho
komet je ¢asto znovuobjeveno, ale kviili ptiblizeni k né¢jaké planeté mohou byt jejich trajektorie, obvykle
elipsy s vysokou excentricitou a s hlavnim ohniskem v Slunci, zna¢né zménény. Kritérium schopné urcit,
jestli je nové objevend kometa opravdu nové objevena, nebo znovuobjevena na jiné draze, je znacnym
usnadnénim tridéni komet.

7.1 Tisserandovo kritérium (VS)

Zadani

Najdéte priblizny vztah mezi elementy drahy komety pred a po priblizeni Jupiteru, tzv. Tisserandovdﬂ
kritérium. V pribéhu pohybu komety neuvazujte jiné gravitacni vlivy nez Slunce a Jupiteru.

Reseni
Budeme zkoumat soustavu, kde kometa zanedbatelné hmotnosti obiha Slunce a dojde k jejimu priblizeni

k Jupiteru. Pomér hmotnosti Jupitera a Slunce je % ~ 1073 a tedy i — 0. Vyjdeme z integralu Zivé sily
S
(2.17)), ktery si prepiSeme v bezrozmérné formé pro nasi aproximaci

CHn+=-—

roa
Z této rovnice a z druhého Keplerova zdkona (2.14)) a (2.15) pak muzeme dosadit do Jacobiho integralu
(4.1), ktery se v omezeném kruhovém problému ti{ téles zachovavd. S indexy a znacime situaci pred

priblizenim Jupiteru a s indexy b po priblizeni

1—u T .
01=02=0=2< “+“>+2(&7—n£)—v2,
OA OB
2 ! + 2L ) (2 1) L + 2y/a, (1 2) )

0 COSl, — | —— — | = — aq (1 —eZ)cosi,,
OAa r Qg Ag

1 1
= 12 Jag (1 — e2)cosiq = — + 2v/ay (1 — €2) cos iy ,
o +2y/a, (1 —e€2)cosi a +2y/ap (1 — ep) cosip

kde r je vzdalenost od tézisté, pro kterou v nasem priblizeni plati r &~ gaq & 0ap.

Vysledek

Nalezli jsme (pfiblizny) invariant, podle kterého muzeme t¥idit komety. V pripadé Jupitera se znaci T},
stejné kritérium pro blizké priblizeni Neptunu se znaci Ty a u dalsich planet obdobné. Tento invariant se
obvykle pfepisuje ve tvaru

TJ:@—i—Q g(1—62)00875,
a aj

1% 13. ledna 1845 v Nuits-Saint-Georges, Cote-d’Or (Francie), T 20. fjna 1896 v Parizi
Francois Félix Tisserand byl francouzskym astronomem. Ve své doktorské praci se vénoval Delaunayové metodé, kterou
rozsitil a ukazal, ze méla jesté vétsi vyznam, nez se ocekavalo. Roku 1883 se stal, po Pierru Henri Puisexovi, profesorem

vvvvvv

CtyFech svazcich vSechny dosavadni poznatky o nebeské mechanice [50].
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kde aj je velkd poloosa Jupiteru. Toto se provadi, aby 7T} bylo jednozna¢né uréené bezrozmérné cislo.
D4 se ukazat, ze kometa, kterd pochazi z Kuiperova pasu, ale jeji perihelium se nachazi v blizkosti
Neptunu, miize pti zachovani Tisserandova parametru zménit svoje elementy tak, Ze jeji perihelium bude
v blizkosti Uranu. Déle pak miuze v blizkosti Uranu zménit své orbitalni elementy tak, ze jeji prisluni bude
u Saturnu. U Saturnu se situace zopakuje a kometa se dostane az k Jupiteru. U néj pak opét miize zménit
své orbitalni elementy. Nejspise vétsina komet Jupiterovy rodiny se stala jednou z této tridy presné timto
zminénym mechanismem [52].
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8. Slapové sily a Rocheova mez

Slapové sily jsou klicové ve vyvoji rychlosti rotace téles ve vicenasobnych systémech. Zejména u tésnych
binarnich systému dochézi kvili slapiim k prodluzovani doby rotace a ve vysledku k vazané rotaci slozek.
Pritom se samoziejmé musi zachovavat moment hybnosti a proto dochéazi ke vzdalovani jednotlivych
slozek v pribéhu tohoto procesu. Priklady takovych systémti najdeme i primo ve Sluneéni soustaveé.
Pluto a Charon jsou prikladem takové soustavy, kde jiz mésic Charon dosahl vazané rotace. Stejné tak v
soustavé Zemé-Meésic mé Mésic vazanou rotaci a pravé proto vidime neustale jenom jeho jednu stranuE].
Problematikou slapovych sil v bindrnich systémech se zabyval napiiklad Rochd?a Kopal ve své monografii
o Rocheové problému [3].

8.1 Slapy (SS+)

Zadani

Vypoctéte, jakou silou na jednotkovou hmotnost ptisobi slapy na hmotu v télese obihajici hmotny stied

Vv

nez jeho vzdalenost od hmotného stredu.

Reseni
Situaci mame znazornénou na obrazku ¢. Pro sily, kterymi piisobi hmotny stifed na jednotlivé ¢asti

nami studovaného télesa, ziejmé plati Fg < F¢ < Fa. Zjevné zde gravitacni sila ptisobi jako dostrediva
sila smétujici pfimo do hmotného stredu. Zapisme si velikosti jednotlivych sil na jednotku hmotnosti

Fe M
FC:E:GE’

Fa M
Fa=—"2=G—,
om0 -ay

F M
Fp=—=G

m (D+d)

I PYesnéji kviili excentricité jeho drahy a dalsim pohybtim miiZzeme v priibéhu delsi doby pozorovat vice jak 50% jeho
povrchu.

2 % 17. ¥{jna 1820 v Montpellier (Francie), T 27. dubna 1883 tamtéz
Edouard Albert Roche byl francouzsky astronom a matematik. Zabyval se prevazné nebeskou mechanikou. Proslul zejména
svoji teorii o tom, zZe planetarni prstence Saturnu vznikly tak, ze se do prilisné blizkosti Saturnu dostal jeden z jeho satelitt,
ktery byl rozlozen slapy. Vypocital tzv. Rochovu mez, coz je prave ta hranice, kdy téleso, které se dostane na orbitu pod ni,
bude roztrhédno gravitacnimi slapovymi silami. Roche také studoval vlivy silnjch gravita¢nich poli na roje mensich, lehkych,
téles. Pojmenovén na jeho pocest je i Rochetiv lalok a Rocheho sféra [53].
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Obréazek 8.1: Schematické znazornéni slapti, méritka si neodpovidaji (pro nase rovnice by meélo byt
d << D, sily nejsou zobrazeny v poméru)

Nyni si spocteme rozdily sil

1 1 2Dd — d?
—Fe=GM|——W - =) =GM ~
Fa—Fo=0C ((D—d)2 D2> ¢ (D? —2Dd + d?) D?
2Dd d
~GM ~2GM
G D* —2D3d G D3’
1 1 d
—Fs= — ~ 2G M —- .
Fec—Fs=G <D2 (D+d)2> G 3

V kazdé rovnici jsme vyuzili dvakrat d << D a zanedbali ¢leny vyssich radu.

Vysledek

Za vyuziti aproximace d << D jsme odvodili, ze velikost slapové sily zavisi nepfimo imérné na treti
mocniné vzdalenosti od hmotného stfedu. Slapy maji tedy dipélovy charakter. V pripadé veétsi blizkosti
hmotnému stfedu a potazmo jinému rozlehlému télesu bychom museli uvazovat i zanedbané dalsi cleny.

8.2 Rocheova mez (SS+)

Zadani

Odvod'te Rocheovu mez, tedy hranici, pod kterou kdyZ se pfibliZi napt. pevny mésic svoji planeté, tak
je roztrhan slapovymi silami.

Reseni
Rocheova mez je misto, ve kterém je v rovnovéaze gravitacni sila drzici téleso o hmotnosti m pohromadé
a slapova sila vyvolana blizkym télesem. Opét budeme uvazovat sily na jednotku hmotnosti. Budeme
pouzivat stejné znaceni jako v predchozim prikladé. Gravitaéni silu miizeme psat jako
m
.Fg = Gﬁ .

Po silu slapti, kterou ptisobi na hmotu télesa jsme zjistili vztah

d
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[2M
fg:AF = DROChe:dBW'

Tim dostavame jedno mozné vyjadreni Rocheovy meze pro pevny satelit — v zavislosti na hmotnostech
planety a meésice a na poloméru meésice d. Pti predpokladu, Ze obé télesa jsou zhruba kulova, mtzeme
vyjadiit hmotnost planety i satelitu pomoci jejich hustot g, a o, a polomértu (ozna¢me polomér planety
R)

Velikosti sil ddme do rovnosti

4 4
m = Qme = gand?’a M = QPVP = gKQPR?’a
3
DRoche =dy; 2QPR3 =RJ3 2& .
V" omd \/" 0m
Vysledek

Urcili jsme Rocheovu mez jak v zavislosti na hmotnostech téles a poloméru satelitu, tak pomoci hustot
téles a poloméru planety. Nami urcena Rocheova hranice neni zcela presnd a rozhodné nemuze byt po-
vazovana za univerzalni. Pro pripad tekutych satelitti ma tato hranice jinou hodnotu. Ukazuje se ale, ze
nejspis presné timto mechanismem vznikly nékteré prstence kolem plynnych planet sluneéni soustavy.
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9. Tvar slozek tésnych dvojhvézd a
zvlastnosti jejich vyvoje

Teésné dvojhvézdy jsou velice zajimavymi objekty hodnymi fyzikalniho studia. Tomu se vénoval napiiklad
jeden z historicky nejvyznamnéjsich ceskych astronomu, Zdenék Kopal, jehoz medailon je v dalsi samo-
statné kapitole. Literaturou k této kapitole je zejména [g].

9.1 Tvar slozek tésnych dvojhvézd

Tésné dvojhvézdy, na rozdil od samostatnych hvézd, nezaujimaji kulovy ¢i mirné zplostély tvar, ale jejich
povrch zaujima tvar priblizné odpovidajici Hillové plose. V pripadé, kdy hvézdy samy nerotuji kolem své
osy a nemaji prilis silny hvézdny vitr, se opravdu drzi tohoto tvaru velice presné. Navic v pripadé blizkych
binarnich systému slapy obvykle rotaci ,, upravi® na vazanou rotaci, takze ji opravdu nemusime uvazovat
a pri relativné nizké excentricité se pak problém zjednodusuje opét na omezeny kruhovy problém tii téles,
ale tentokrate s jinou interpretaci. Tteti téleso mize byt povazovano napiiklad za néjaky maly objem
slunecni hmoty ¢i ¢astici se vyskytujici v jeji atmosfére, samoziejmé pii zanedbani konvekce a dalsich
negravitac¢nich sil.

Kopal vytvoril ¢lenéni dvojhvézd, kterym je rozdélil na oddélené, polodotykové a dotykové, pod-
le jejich vztahu k Rocheové laloku, viz obr. ¢. [9.1] V piipadé oddélenych dvojhvézd ani jedna slozka
binarniho systému nedosahuje okraju Rocheova laloku a nedochazi k presunu hmoty z jedné hvézdy na
druhou (kromé slune¢niho vétru). V pripadé polodotykové dvojhvézdy jedna hvézda, zpravidla ta ptivodné
hmotnéjsi, vyplnila sviij cely Rochetiv lalok a zacala z ni, pres bod L;, pretékat hmota na jejiho sou-
putnika. Ovsem ptrenos hmoty pak probiha velice rychle a proto pozorujeme castéji zaplnény Rochetv
lalok u méné hmotné hvézdy, protoze i kdyz byla ptivodné hmotnéjsi, tak stihla predat vétsinu své hmoty
druhé slozce systému. V asi nejvzacnéjsim pripadé dotykové dvojhvézdy jiz obé dvé slozky systému za-
plnily sviij Rochetv lalok a mtze dochéazet k pretékani hmoty z jedné hvézdy na druhou a zpét, hvézdy
maji spole¢nou atmosféru.

Obrazek 9.1: Schematické zndzornéni tiidéni tésnych dvojhvézd na oddélené (vlevo), polodotykové
(uprostied) a dotykové (vpravo), obrdzky jsou pro soustavu fi = 1, obrdzky byly vytvofeny pivodné
v programu Wolfram Mathematica (soubor roche-lalok.nb) a upraveny ve PhotoFiltre

V pripadé dotykovych dvojhvézd muze nastat i pripad, ze vyplni celou oblast danou Hillovou plochou
prochézejici bodem Ly a zaéne pres tento bod unikat jejich latka do mezihvézdného prostoru. V ostatnich
pripadech muze byt hmota unasena ze systému pouze hvézdnym vétrem ¢i v pribéhu kolapsu hvézdy.

9.2 Vyvoj tésnych dvojhvézd

Obé slozky binarniho systému obvykle vznikaji v ptiblizné stejnou dobu a zahajuji sviij ,,zivot® priblizné
ve stejny cas. Toto je pravda vzdy u blizkych systémii, kterymi se budeme zabyvat, protoze zachyt jedné
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hvézdy hvézdou jinou je nemozny, protoze by se obé k sobé nejdiiv musely priblizovat po parabolické
¢i spise hyperbolické draze, pokud nebyly uz ptivodné soucasti jednoho systému a za predpokladu, ze se
v blizkosti nenachazi néjaké dalsi téleso, nemohly hvézdy natolik zménit své elementy drahy, aby se staly
slokami jednoho stabilniho systému. Dtivod, pro¢ musi obé hvézdy vzniknout ve stejnou dobu, je ten, ze
v okamziku, kdy jedna zahaji ve svém jadie spalovani vodiku a stava se hvézdou, tak jeji hvézdny vitr
odvéje z jeji blizkosti prachové a plynové ¢éastice, a posléze se v jeji blizkosti nenaléza prakticky zadny
materidl, ze kterého by mohla vzniknout druhda hvézda.

Obecné hvézdy zapocnou sviij ,,zivot® na hlavni posloupnosti Hertzsprungové-Russellové diagramu
a vyvijeji se tim rychleji, ¢im vyssi byla jejich poc¢ateéni hmotnost. Podle blizkosti dvojhvézd se déli na
ty velmi tésné, u kterych dojde k prenosu hmoty jiz béhem pobytu obou hvézd na hlavni posloupnosti,
a na ty, u kterych k prenosu hmoty dochazi az potom, co primarni slozka opusti hlavni posloupnost.
Samoziejmé musime zminit i dvojhvézdy, které nejsou dostateéné blizko sebe, aby u nich doslo k vymeéné
hmoty, ale ty pak nepovazujeme za tésné.

Minimalni vzdéalenost mezi slozkami dvojhvézdy v pribéhu pretékani hmoty nastava pii stejnych
hmotnostech obou slozek. To plyne ze zdkona zachovani momentu hybnosti. Ze stejného dtivodu také
hmota, kterda unikne z jedné hvézdy obvykle nedopada piimo na druhou, ale vytvori se kolem ni akreé¢ni
disk, ve kterém pak kvili diferencidlnimu obéhu kolem sekundérni slozky (rtzné vrstvy obihaji jinak
rychle, protoZe jsou ruzné vzdalené) dochazi k vnitinimu tfeni a postupnému snizovani obézné dréhy a az
postupné pozdéji dopada hmota primo na hvézdu. To je casto provazeno dalsimi privodnimi jevy jako
pozorovatelna zména jasnosti dvojhvézdy, v misté dopadu hmoty mtize byt vyzarovano i rentgenové zareni
(zejména v pripadé, ze druhd slozka je jiz bily trpaslik ¢i neutronova hvézda) atd. Pouze v malo ¢astych
piipadech, kdy druhd slozka mé velice silné magnetické pole (napf. magnetar) muze nastat situace, kdy
hmota, kterd z jedné slozky odtece, prakticky rovnou dopada na druhou, protoze se pohybuje podle
magnetickych silocar.

Pro modelovani hvézdného vyvoje jsou soustavy tésnych dvojhvézd znacéné slozitéjsi nez modelovani
vyvoje osamocené hvézdy, protoze mnoho parametri, jako presny mechanismus pretoku hmoty, je od-
hadnuto empirickymi zjednodusenimi.

9.2.1 Pripad hvézd stredni velikosti

Popisme si, zjednodusené, pripad z [8] str. 197 - 202. Budeme se vénovat vyvoji dvojhvézdy, kde primarni
slozka ma hmotnost 4Mg a sekundarni slozka 3,2Mg, které jsou dostatecné daleko od sebe, aby ne-
dochézelo k presunu hmoty jiz pri pobytu primarni slozky na hlavni posloupnosti (perioda P = 1,785 dne).
Vnitinim zménam ve hvézdach se budeme vénovat pouze velice omezené, nasim hlavnim zdjmem bude
pozorovat rozdil ve vyvoji oproti osamocené hvézdé.

V nulovém casu se obé dvé hvézdy nachazeji na hlavni posloupnosti nulového stari a zaciname sledovat
jejich vyvoj. V ¢ase t = 93,5 - 10%let nastdva expanze obalky priméru, kterd pfesdéhne objem Rocheo-
va laloku a hmota zacind pretékat z primarni slozky na slozku sekundarni. Tim se teplotni nestabilita
priméru, kterd expanzi vyvolala, jenom zvysi a tim se ztrata hmoty urychluje. Vyraznéjsi je také po-
kles jasnosti, nez by byl u samostatné hvézdy. Stejné tak se snizuje vzdalenost mezi slozkami systému,
protoze se vyrovnava jejich hmotnost. V pribéhu pouhych 84 000let pretece 0,4Mg, hmotnost slozek
se vyrovna a jejich vzdalenost je minimalni. Od této chvile se opét zacnou od sebe vzdalovat a tim se
bude zpomalovat rychlost prenosu. Rychlost prenosu vsak z divodu vnitini nestability stale stoupa az na
hodnotu 9-107¢ Mg rok~! po dalsich 26 0001et. AZ po tomto okamziku pievliddne vzdalovani slozek tak, Ze
se rychlost prenosu hmoty zpomaluje. Hmotnost primarni slozky v okamziku maximalni miry pretékani
hmoty je 3,37Ms. 472900 let po zacatku prenosu hmoty dochézi na primarni hvézdé k lokalnimu minimu
celkového vyzarovaného vykonu. Zveétsuji se konvektivni zony v ptivodné primarni slozce, coz vede k rych-
lejsimu ristu poloméru a tim opét ke zvyseni prenosu hmoty a v ¢ase 720 000 let nastane druhé lokalni
maximum prenosu hmoty s hodnotou 2,5 - 107¢ Mgrok~!. Nésledné se opét zmensuje konvektivni zéna
a s ni i rychlost prenosu hmoty. Az zhruba dva miliony let po za¢atku prenosu hmoty zapocne nuklearni
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syntéza helia na uhlik. Zhruba po 2,5 milionech let prenos hmoty ustane s tim, ze ptivodné primarni
slozka ma jiz pouze 0,53Msg, polomér 25Rg a obéznéd doba dvojhvézdy se zvysila na 84,2 dne. Nasleduje
nékolik miliont let, kdy je soustava relativné stabilni. O dalsim vyvoji rozhodne, jestli se dfiv spotiebuje
helium v pivodné primérni sloZce, nebo jestli za¢ne dochézet vodik v jadru ptivodné sekundarni slozky.
V kazdém pripadé nastala situace opét povede k transferu hmoty z jedné slozky na druhou.

Hvézda, ktera jako prvni ukonci swij Zivot, se stane s nejvyssi pravdépodobnosti bilym trpaslikem po
odvrhnuti vnéjsich vrstev, protoze bude mit relativné nizkou hmotnost. Nésledné, kdyz bude kolabovat
druhé slozka, bude dochazet opét k prenosu hmoty na bilého trpaslika. Pokud by byla hmotnost bilého
trpaslika blizkd Chandrasekharové mezi, pak pfi pfenosu hmoty dojde k jejimu prekroceni a bily trpaslik
se zméni na neutronovou hvézdu. Pri prenosu latky, ale také miize dochazet k opétovnym erupcim na
bilém trpasliku, které zabrani jeho dalsi preméné na neutronovou hvézdu.

9.3 Vyvoj hmotnéjsich dvojhvézd

Nyni jiz jen strucné k vyvoji dvojhveézd, jejichz slozky maji hmotnost fadové desitky hmotnosti Slunce.
Prvnim rozdilem oproti predchozimu prikladu je, Zze vyvoj bude probihat jesté rychleji a jesté bourlivéji.

Ve strucnosti by model mohl vypadat asi takto. Pokud by byla jedna hvézda vyrazné hmotnéjsi
nez druhd, tak se bude vybijet znacné rychleji a projde vSemi stadii vyvoje, ztrati velkou ¢ast hmoty
- zejména na prospéch puvodné lehéi slozky, ale i kvuli zavére¢nému vybuchu supernovy a castecné
i kvili hmoté odvaté hvézdnym vétrem. S nejvétsi pravdépodobnosti se stane neutronovou hvézdou.
Posléze zacne kolabovat i druha slozka a dojde k pfesunu hmoty zpét na soucasnou neutronovou hvézdu.
Kolem ni se vytvori akrecni disk, bude se nejspise projevovat jako zdroj rentgenového zareni, nékdy
vysokoenergetickych zableski. Miize se stat, ze se z neutronové hvézdy stane ¢erna dira, ale vzhledem
k erupcim, které mohou nastavat, muze zustat po celou dobu zbyvajiciho vyvoje druhé slozky jako
neutronové hvézda. Z druhé hvézdy se nejpravdépodobnéji stane také neutronova hvézda. Pokud binarni
soustava neutronovych hvézd (¢erné diry a neutronové hvézdy, dvou ¢ernych dér) bude mit maly moment
hybnosti, pak dojde k jejich sblizovani a nakonec ke slouceni do jednoho objektu, prakticky vzdy ¢erné
diry. Pokud bude moment hybnosti soustavy prilis velky, pak nastane vzdalovani jednotlivych slozek a ty
se od sebe mohou dostat az tak daleko, ze je budeme moci povazovat prakticky za samostatné neutronové
hvézdy.
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Medailon Zdenka Kopala

Prof. RNDr. Zdenék Kopal, D.Sc. se narodil 4. dubna 1914 v Litomysli a zemrtel 23. ¢ervence 1993 ve
Wilmslow nedaleko Manchesteru ve Velké Britanii. Byl ¢eskym fyzikem a astrofyzikem, i kdyz proslul i
v oblasti numerické matematiky, balistiky a aerodynamiky. Celou svou kariéru pusobil v USA a ve Velké
Briténii, ale presto ztistal ceskym vlastencem. Je povazovan za jednoho z vyznamnych ¢eskych astronomiu
20. stoleti. [54] [55]

Kopaltuv otec byl filologem a znalcem francouzského jazyka, piisobil na Univerzité Karlové, kde pozdéji
ziskal i profesuru. Byl svému synovi vzornym prikladem toho, jak ma pracovat védec. Kratce po narozeni
Zdenka se rodina prestéhovala do Ji¢ina a jeho otec byl vzapéti povolan do 1. svétové valky. Zdenék
jiz od svého mladi projevoval velky zapal pro prirodni védy, ktery s ném podnitil zejména jeho dédecek
Josef Lelek. Ten ptisobil jako uéitel na méstanské skole v Jic¢iné. Pravdépodobné to byl i on, kdo Zderika
privedl k astronomii.

Jiz v 15 letech se Zdenék Kopal stal ¢lenem Ceské astronomické spole¢nosti a vénoval se na Stefanikové
hvézdarné vyzkumu proménnych hvézd. Jiz jako student gymnazia publikoval clanky v zahrani¢nich
casopisech. Jeho zdjem v prirodnich védach ale nebyl specificky zaméfeny jenom na astronomii. V mladi
také shiral brouky a horniny a tomuto konicku se také vénoval s védeckou presnosti a velkym zapalem.

Na gymndaziu odmaturoval v roce 1933 s vyznamenanim a prestoze si jeho rodice ptali, aby se vénoval
dale studiu prava ¢i mediciny, rozhodl se pro studium matematiky, fyziky a astronomie na Prirodovédecké
fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Béhem studia ho ovlivnilo nékolik vyznamnych osobnosti té doby,
a to zejména astronomové Vincenc Nechvile a Erwin Finlay Freundlich. Roku 1935 se Kopal v Patizi
zicastnil sjezdu Mezindrodni astronomické unie (IAU - International Astronomical Union), a v prubéhu
sjezdu byl zvolen za jejiho ¢lena. Roku 1937 promoval ,,summa cum laude” a ziskal prestizni Denisovo
stipendium. Tak mohl za¢it studium na Cambridgi u Arthura Eddingtona, ktery byl svétoznamym astro-
fyzikem['] V roce 1938 si vzal za manzelku Ing. Alenu Miildnerovou. Na svatbé mu dokonce za svédky sli
pravé Nechvile a Freundlich. Jesté téhoz roku se vydal s manzelkou na stipendijni pobyt na Harvardovu
observator v Cambridge. Na lodi, kterou se do Spojeného krélovstvi dopravoval, ho vSak zastihla zprava
0 Mnichovském diktatu a tak se rozhodl ve Velké Britanii ztstat. Studoval zde svételné kiivky dvojhveézd,
vedl jej pritom Harlow Shapleyﬂ. Od roku 1942 pak piisobil ve Spojenych statech na Massachusetts Insti-
tute of Technology (MIT), kde se vénoval problémum v oblasti balistickych a aerodynamickych aplikaci
pro americkou armadu a namotnictvo. V roce 1947 dostal nabidku na navrat do éeskoslovenska, ale kvili
revoluci v roce 1948 se rozhodl ztstat v zahranici.

vvvvv

1 * 28, prosince 1882 v Kendalu, UK T 22. listopadu 1944 v Cambridgi, UK
Sir Arthur Stanley Eddington je z dnesniho hlediska znamy zejména diky expedici, kterou vykonal na Principtv ostrov u
afrického pobrezi roku 1919. Expedice méla za kol pozorovat zatméni Slunce, poridit snimky hvézd v okoli zatemnéného
slunecniho disku a porovnat zmény jejich poloh s predpovédi podle Einsteiny obecné teorie relativity. Srovnanim snimku
poloh hvézd v okoli Slunce v pribéhu zatméni a z jiného roéniho obdobi, kdy byly na no¢ni obloze, byl opravdu pozorovan
posuv hvézd smérem od Slunce, jak teorie predvidala. [56]
Po Eddingtonovi nese jméno Eddingtonova mez luminozity (svitivosti). Jednd se o maximdlni zafivy vykon, kterého muze
dosdhnout zarici téleso drzené gravitacni silou, pii némz se v zasadé vyrovnava gravitacni sila s gradientem tlaku zareni -
jsou v hydrostatické rovnovaze. Pii prekroc¢eni meze dochézi k odtrhavani svrchnich obélek hvézdy, coz opravdu muzeme
pozorovat u zavéreénych stadii velmi hmotnych hvézd. [57]

2 * 9. listopadu 1885 v Nashville, Missouri, USA
T 20. ifjna 1972 v Boulderu, Colorado, USA
Shapley pracoval na urcovani vzdalenosti kulovych hvézdokup s pomoci cefeid. Diky tomu si uvédomil, ze Mlé¢néd dréha
je galaxie s daleko vétSimi rozméry nez se diiv predpokladalo. Na druhou stranu se mylné domnival, ze jedind galaxie ve
vesmiru je Mléénd dréha, v protikladu k nazortim, které zastavali Hebert D. Curtis a Edwin Hubble. Byl ale jednim z
autort, ktefi pomohli vymytit myslenku, Ze cefeidy jsou spektroskopické dvojhvézdy. Spravné cefiedy povazoval za pulsujici
hvézdy, vétsinou osamocené.
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si, ze tésné dvojhvézdy nemohou mist sféricky tvar, ale jsou deformovany do kapkam podobného tvaru
a zaujimaji tvar Hillovych ekvipotencidlnich ploch (Rocheovych lalokii). Od roku 1951 vedl novou katedru
astronomie na univerzité v Manchesteru. Roku 1958 navézal spolupraci s NASA v ramci vyzkumu Mésice.
Kopal dokonce po skonceni programu Appolo, za svoje zasluhy v jeho ramci, dostal mésicni prach, ktery
pak rozsypal na hrobé Julesa Vernea.

V roce 1967, kdy totalitni rezim povoloval, navstivil Prahu a XIII. sjezd TAU, ktery zde v tu dobu
probihal. Zucastnil se také slavnostniho zprovoznéni dvoumetrového dalekohledu v Ondfejové, o jehoz
stavbu se zasazoval. Po roce 1968 se ale opét do vlasti vracet nemohl.

V roce 1981 formalné odesel do diichodu. V té dobé zacal sepisovat svoje paméti. Po roce 1989 pak
opét navstévoval Ceskoslovensko.

Pohtben je na Vysehradském hibitové. Sviij archiv, obsahujici naptiklad snimky Mésice z priprav letii
Apollo, odkézal méstu Litomysli.

Kopal v pritbéhu zZivota sepsal ¢i byl spoluautorem vice nez 400 védeckych praci, z nichz pres 80 by-
lo matematickych. Sepsal ¢i byl spoluautorem 25 védeckych monografii. Byl editorem 20 sborniki z
oblasti astronomie, astrofyziky a numerické matematiky. Zalozil védecké ¢asopisy Icarus, Astrophysics
and Space Science (1968) a The Moon and the Planets. Vénoval se taktéz popularizaci astronomie.

Jiz v prubéhu svého zivota se dockal mnohych védeckych poct. Ziskal ¢estné doktoraty na univerzité
v polském Krakové a v feckém Patrasu. V roce 1967, kdy navstivil éeskoslovensko, byl zvolen ¢estnym
¢lenem Ceské astronomické spolecnosti a v téze dobé i spolecnostmi v Liverpoolu, Salfordu a Mancheste-
ru. Manchesterska spolecnost porada kazdorocéné slavnostni prestizni Kopalovu prednasku. Tuto tradici
od roku 2007 prevzala i Cesks astronomické spolecnost, Kopalova prednaska je ocenénim pro prestizni
astronomy. V roce 1976 se stal zahrani¢nim ¢lenem Recké akademie véd v Athéndch. AZ roku 1991 mu
udélilo mésto Litomysl ¢estné obc¢anstvi. Roku 1968 obdrzel zlatou medaili Ceskoslovenské akademie véd,
roku 1991 pak stfibrnou medaili Univerzity Karlovy v Praze.
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LITERATURA

Seznam pouzitych znacek, oznaceni a
konstant

a velkéd poloosa kuzelosecky
a zrychleni
b vedlejsi poloosa kuzelosecky
C Jacobiho integral
C obor komplexnich ¢isel
D vzdalenost primart v omezeném problému tii téles
D, determinant charakteristické rovnice
e numerickd excentricita
E jednotkova matice
F sila
F, gravitacni sila
F sila na jednotku hmotnosti
Fy, F5 ohniska kuzelosecky
GG gravita¢ni konstanta
Ms heliocentricka gravitacni konstanta
‘H hamiltonian, Hamiltoniiv operator
1 sklon drahy vici ekliptice
k  Gaussova gravitacni konstanta
1 vektor momentu hybnosti
[ velikost momentu hybnosti
l, z-ova slozka momentu hybnosti
L; -ty Lagrangeiv bod
L lagrangian, Lagrangeova funkce
m; hmotnost -tého télesa
M celkova hmotnost soustavy
Mj hmotnost Jupitera
My hmotnost Mésice
Ms hmotnost Slunce
My; hmotnost Zemé
n stfedni denni pohyb
o nulovy vektor
p parametr kuzelosecky
pq zobecnénd hybnost kanonicky sdruzena
se zobecnénou souradnici ¢
P pericentrum, vrchol kuzelosecky
P perioda obéhu
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zobecnéna soutradnice

vzdalenost v pericentru

polohovy vektor a jeho kartézské slozky

polohovy vektor a jeho vyjadieni v polarnich souradnicich
polohovy vektor a jeho vyjadreni ve sférickych souradnicich
polomér Hillovy sféry

obor realnych ¢isel

polomér Zemé

cas

kineticka energie

obézna rychlost

potencialni energie

redukovand hmotnost

parametr v souradnicich omezeného kruhového problému tii téles

hrani¢ni pomér hmotnosti pro stabilitu L, a Ly

Ludolfovo ¢islo

argument perihelu

polohovy vektor a jeho vyjadreni

v korotujicich bezrozmérnych souradnicich

polohovy vektor smérujici od télesa A k testovacimu télesu
bezrozmérny polomér Hillovy sféry

proménna, kterou vyuzivame misto ¢asu t v korotujicim systému
velikost bezrozmérné rychlosti

thlova rychlost rotace soustavy

efektivni potencial

délka vystupného uzlu
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