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OBSAH

Úvod
Ústředńım tématem práce je problém tř́ı těles. V úvodńı kapitole jsou popsány historické objevy, které
vedly k současnému poznáni v problému tř́ı těles, v historii snad nejvýznamněǰśımu problému nebeské
mechaniky v̊ubec. Daľśı kapitoly jsou věnovány zejména př́ıklad̊um, které souviśı s omezeným kruhovým
problémem tř́ı těles. Tato bakalářská práce může sloužit jak pro studenty vysoké školy, kteř́ı se seznamuj́ı
s problémem tř́ı těles, jako doplňkový materiál zejména z hlediska simulaćı a rozboru postupu př́ıklad̊u,
např́ıklad u přednášek Základy astronomie a astrofyziky I, Nebeská mechanika I. Mohou ji využ́ıt i nadańı
studenti středńıch škol, kteř́ı maj́ı zájem o astronomii a nebeskou mechaniku.

Při vypracováńı práce byla použita zejména literatura [1], [2] a [3], která může být použita k daľśımu
studiu daného tématu. Velice pěkným zp̊usobem je vypracované krátké skriptum zabývaj́ıćı se lagrange-
ovskou mechanikou [4]. Př́ıkladem daľśı rozšǐruj́ıćı literatury, která se věnuje problému tř́ı a v́ıce těles je
[5], která se ovšem věnuje zejména problému čtyř těles a problematice vypouštěńı družic k jiným pla-
netám. Publikace pro středoškolské studenty [6] a [7] byly použity zejména k odhadu možné náročnosti
př́ıklad̊u, kterou může středoškolský student vyřešit. Ke zpracováńı kapitoly o vývoji a tvaru dvojhvězd
byla použita [8], která se věnuje právě stavbě a vývoji hvězd.

Klasifikace př́ıklad̊u
Př́ıklady jsou v rámci práce rozděleny do několika skupin. Prvńı skupinou jsou středoškolské př́ıklady
(označené SŠ), které jsou na úrovni běžně vykládaného učiva na gymnázíıch. Komplexněǰśı středoškolské
př́ıklady (SŠ+) jsou již složitěǰśı t́ım, že se předpokládá bud’ netriviálńı složeńı v́ıce fyzikálńıch princip̊u,
nebo alespoň částečná aplikace, z hlediska středńıch škol složitěǰśıch matematických nástroj̊u, jako dife-
renciálńı počet. Př́ıklady označené jako vysokoškolské (VŠ) pak již vyžaduj́ı dobrou znalost diferenciálńıho
počtu, transformaćı křivočarých souřadnic, variačńıho počtu, Hamiltonových rovnic apod.

Simulace a applety v programu
Wolfram Mathematica
V rámci této bakalářské práce byly vytvořeny applety a simulace znázorňuj́ıćı některé úlohy a problémy
v grafické podobě v programu Wolfram Mathematica ve verzi 8.0.4.0. Všechny jsou vytvořené ve formátu
Notebook Mathematica (př́ıpona .nb) a následně byly všechny exportované i do volného formátu, ve
kterému firma Wolfram nab́ıźı zdarma prohĺıžeč ke stažeńı na jejich stránkách1, a to Computable Do-
cument Format (př́ıpona .cdf), takže mohou být alespoň prohĺıženy bez nutnosti vynakládáńı finanćı na
tento program. Formát CDF ovšem neńı editovatelný a slouž́ı pouze pro prohĺıžeńı, př́ıpadně v něm lze
měnit parametry, které byly pro tuto možnost předpřipraveny. Simulace ale jde editovat ve formátu .nb.

1http://www.wolfram.com/cdf-player/
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KAPITOLA 1. HISTORIE PROBLÉMU 3 TĚLES

1. Historie problému 3 těles

1.1 Z historie nebeské mechaniky
Naši předkové pozorovali nebeskou oblohu už od pradávna, pojem nebeské mechaniky se však váže až
k aplikaci klasické mechaniky na pohyby nebeských těles na základě sil. Proto se historíı nebeské mecha-
niky, a t́ım i historíı problému tř́ı těles, budeme zabývat od dob Keplera dále. Historie je utvářena lidmi,
kteř́ı ji buduj́ı, a proto se na ni pod́ıvejme, alespoň stručně, z hlediska osobnost́ı s ńı spjatých.

1.2 Johannes Kepler
Johannes Kepler se narodil 27. prosince 1571 v městečku Weil der Stadt v Německu a zemřel 15. listopadu
1630 v Řeznu v Německu [9]. Studoval na univerzitě v Tübingen, kde byl studentem profesora Michaela
Mästlina.1 Studium zde ukončil v roce 1593. Následuj́ıćı rok nastoupil jako učitel na středńı škole ve
Štýrském Hradci, kde p̊usobil do roku 1600.

Posléze se přestěhoval do Prahy, kde se stal asistentem Tychona Brahe.2 Kepler byl pověřen studi-
em dráhy Marsu s ćılem potvrdit na základě dvacetiletých Brahových pozorováńı oprávněnost Brahova
modelu planetárńı soustavy. Po Brahově smrti se Kepler stal ćısařským matematikem. Dráhou Marsu se
zabýval v době pobytu na koleji krále Václava pražské univerzity a právě tento propočet vedl k objevu
prvńıch dvou Keplerových zákon̊u. V prvńım zákonu prohlásil, že planety se pohybuj́ı po elipsách, v je-
jichž jednom ohnisku je Slunce. Druhý zákon ř́ıká, že pr̊uvodič planety oṕı̌se za jednotku času konstantńı
plochu. Oba zákony pak publikoval roku 1609 v d́ıle Astronomia Nova. Brahe před smrt́ı také připravil
projekt př́ıpravy Rudolf́ınských tabulek, který představil ćısaři a ćısař s vypracováńım souhlasil. Tabulky
měly obsahovat efemeridy hvězd a měly nahradit starš́ı Pruské tabulky sestavené Erasmem Reinholdem3

založené na heliocentrickém modelu, které byly publikované v roce 1543. Tabulky se nakonec Keplerovi
podařilo sestavit a publikoval je v roce 1627. Byly založeny na nejlepš́ıch a nejpřesněǰśıch pozorováńıch
své doby. U většiny hvězd dosahovaly přesnosti pod jednu úhlovou minutu a byly prvńımi tabulkami
koriguj́ıćımi atmosférickou refrakci [13].

Třet́ı Kepler̊uv zákon se objevuje v jeho d́ıle Harmonices Mundi z roku 1619. Dı́lo se skládá z pěti část́ı,
prvńı se věnuje pravidelným mnohoúhelńık̊um, daľśı souměrnosti obraz̊u, třet́ı p̊uvodu harmonických
poměr̊u v hudbě, čtvrtým tématem jsou harmonické konfigurace v astrologii a pátým, kde se zákon
objevuje, je popis harmonie pohyb̊u planet. Formulováno dnešńı řeč́ı, Kepler prohlásil, že poměr druhých
mocnin oběžných dob planet a třet́ıch mocnin jejich hlavńıch poloos je pro každou planetu (slunečńı
soustavy) stejný.

Kepler tedy stál na počátku pojmu nebeské mechaniky, jak ho známe dnes, i když zat́ım stále nefor-
muloval doslova, že v pr̊uběhu pohybu na tělesa p̊usob́ı gravitačńı śıla. Sám dokonce neformuloval své

1 * 30. zář́ı 1550 v Göppingen (Bádensko-Württembersko), * 20. ř́ıjna 1631 v Tübingen (Bádensko-Württembersko)
Byl jedńım z prvńıch zastánc̊u Koperńıkova heliocentrického systému, i když souběžně stále vyučoval i tradičńı Ptolemai-
ovský geocentrický. Byl jednou z osobnost́ı, které přesvědčily o správnosti heliocentrického pohledu Galilea Galilei [10].

2 * 14. prosince 1546, Knudstrup (Dánsko), * 24. ř́ıjna 1601 v Praze
Studoval filosofii a rétoriku v Kodani a práva v Lipsku. Po roce 1565, kdy zdědil značné jměńı, se začal naplno věnovat svým
końıčk̊um, totiž alchymii a zejména astronomii. Později studoval i chemii v Augsburgu. Působil nějakou dobu v rodném
Dánsku, značnou část života strávil cestováńım po Evropě.

Roku 1599 byl pozván Rudolfem II. na doporučeńı Tadeáše Hájka z Hájku do Prahy. Zde p̊usobil jako dvorńı ćısařský
astronom. Od ćısaře dostal prop̊ujčen zámek v Benátkách nad Jizerou, který začal upravovat na observatoř. Právě sem
pozval Keplera. Tycho Brahe zastával svým zp̊usobem hybridńı teorii, že Země je sice středem vesmı́ru, ale ob́ıhá kolem ńı
pouze Slunce a Měśıc, zat́ımco ostatńı planety ob́ıhaj́ı kolem Slunce. Teorie byla kompromisem mezi tradičńım geocentrickou
teoríı a heliocentrismem. V astrologii zastával názor, že hvězdy sice silně ovlivňuj́ı děńı na Zemi, ale ne do takové mı́ry, že
by byly všechny události jednoznačně předurčeny [11].

3 * 22. ř́ıjna 1511, Saafeld (Sasko), * 19. února 1553, Saafeld [12]
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zákony jako ”zákony“, ale považoval je za harmonie př́ırody.

1.3 Isaac Newton
Sir Isaac Newton se narodil 4. ledna 1643 ve Woolsthorpu ve východńı Anglii a zemřel 31. března 1727
v Londýně [15]. Byl fyzik, matematik, astronom, alchymista, př́ırodńı filosof a teolog. Položil základy
klasické mechaniky. Věnoval se optice, kde provedl několik d̊uležitých objev̊u a vynalezl několik d̊uležitých
př́ıstroj̊u. V matematice položil základy diferenciálńıho a integrálńıho počtu, a tedy základńıho aparátu
dnešńı fyziky.

Isaac Newton byl syn otce stejného jména, zámožného vlastńıka p̊udy bez vzděláńı, a Hannah Ayscou-
ghové, která pocházela ze šlechtického rodu výše postaveného než Newtonové. Ačkoliv Isaac přǐsel na svět
předčasně, jeho otec zemřel ještě před jeho narozeńım. Ve dvanácti začal studovat na gymnáziu v Gran-
thamu až do svých sedmnácti a následně se zde připravoval na studium na Cambridgi. V roce 1661
nastoupil na prestižńı Trinity College v Cambridgi a započal tu svá daľśı studia. Jedńım z učitel̊u, který
ho značně ovlivnil, byl Isaac Barrow4.

Nějakou dobu byl Newton sice zasnoubený, ale nikdy se neoženil, protože byl plně zabrán do své
práce. Kromě př́ırodńıch věd p̊usobil např́ıklad i jako dozorce v královské mincovně (jmenován roku
1696) v londýnském Toweru a posléze od roku 1699 byl jej́ım ministrem. V této oblasti se proslavil
nekompromisńım tvrdým bojem proti penězokaz̊um.

1.3.1 Matematika
V matematice položil základy diferenciálńıho a integrálńıho počtu a řešeńı diferenciálńıch rovnic ve stejné
době jako Leibniz, se kterým se celý život přel o prvenstv́ı. Nejpravděpodobněǰśı verźı je, že oba dva
vytvořili diferenciálńı počet nezávisle na sobě. Newton sám nazýval diferenciálńı počet teoríı flux́ı. Záznam
o objevu je v jeho deńıku z 20. května 1665, skoro žádné výsledky však nezveřejnil až do roku 1693,
přestože již roku 1665 určil obsah plochy ohraničené hyperbolou. Celý diferenciálńı počet publikoval pak
dokonce až v roce 1704 (Leibniz publikoval metody diferenciálńıho počtu již od roku 1684).

1.3.2 Objevy v optice
Newton zkoumal lom světla. Objevil, že se b́ılé světlo se skládá z barevného spektra a že ho můžeme
rozložit pomoćı optického hranolu a s pomoćı čočky a druhého hranolu pak opět složit do b́ılého světla.
Usoudil, že čočky jakéhokoliv refrakčńıho dalekohledu budou vždy trpět disperźı světla a proto se rozhodl
sestavit zrcadlový dalekohled (reflektor).

1.3.3 Objevy v mechanice
Newton položil základy klasické mechaniky formulováńım tř́ı základńıch pohybových zákon̊u, které pub-
likoval latinsky v knize Philosophiae Naturalis Principia Mathematica v roce 1687. Zde je jejich p̊uvodńı
zněńı následované českým překladem [17]:

I Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

4 * ř́ıjen 1677 v Londýně, * 4. května 1677 v Londýně
anglický teolog a matematik. Od roku 1660 byl profesorem řečtiny, roku 1662 matematiky a 1663 se stal prvńım držitelem
Lucasovy stolice, což je jedno z neprestižněǰśıch profesorských mı́st na světě. Roku 1669 se ho vzdal ve prospěch Isaaca
Newtona [16].
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KAPITOLA 1. HISTORIE PROBLÉMU 3 TĚLES

II Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam lineam rectam qua
vis illa imprimitur.

III Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corporum duorum actiones in se
mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

1 Jestliže na těleso nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly nebo výslednice sil je nulová, pak těleso setrvává v klidu
nebo v rovnoměrném př́ımočarém pohybu.

2 Jestliže na těleso p̊usob́ı śıla, pak se těleso pohybuje se zrychleńım, které je př́ımo úměrné p̊usob́ıćı
śıle a nepř́ımo úměrné hmotnosti tělesa.

3 Proti každé akci vždy p̊usob́ı stejná reakce; jinak: vzájemná p̊usobeńı dvou těles jsou vždy stejně
velká a mı́̌ŕı na opačné strany.

Jako čtvrtý Newton̊uv zákon bývá někdy označován princip skládáńı sil, princip superpozice, tedy, že
celková śıla F p̊usob́ıćı na bodové těleso je dána součtem jednotlivých sil Fi, které na těleso p̊usob́ı:

F =
N∑
i=1

Fi ,

kde N je počet sil.
Jindy bývá za čtvrtý Newton̊uv zákon považován Newton̊uv gravitačńı zákon, kterým vyjádřil myšlenku,

že každé dva hmotné body jsou přitahovány k sobě silou, která je př́ımo úměrná hmotnosti každého z nich
a nepř́ımo úměrná kvadrátu jejich vzdálenosti a jediný daľśı faktor určuj́ıćı velikost výsledné śıly je gra-
vitačńı konstanta. Traduje se, že tento fyzikálńı zákon objevil ve chv́ıli, kdy seděl pod jablońı a spadlo
mu na hlavu jablko. Je ale daleko pravděpodobněǰśı, že je to pouze jeho smyšlenka, kterou sám začal
v pozděǰśıch letech o sobě š́ı̌rit. S pomoćı svých tř́ı zákon̊u mechaniky a gravitačńıho zákona pak zpětně
odvodil Keplerovy zákony. Původně ale vycházel z Keplerových zákon̊u a snažil se objevit a popsat śılu,
která zp̊usobuje pohyb těles kolem Slunce. Později se věnoval r̊uzným speciálńım př́ıpad̊um pohyb̊u planet.

Zabýval se též kapalinami. V tomto oboru dodnes použ́ıváme označeńı newtonovská a nenewtonovská
kapalina, kde newtonovská je charakterizována zejména ńızkou viskozitou. Věnoval se pohybu v odpo-
ruj́ıćım prostřed́ı. Zde zase máme označeńı newtonovský odpor, který nastává v odporuj́ıćım prostřed́ı,
kde prob́ıhaj́ı turbulence.

1.4 Gottfried Leibniz
Gottfried Wilhelm Leibniz se narodil 1. července 1646 v Lipsku a zemřel 14. listopadu 1716 v Hannoveru
[18]. Byl německým filosofem, vědcem a matematikem. Jak již bylo zmı́něno v předchoźı části o Newtonovi,
byl jedńım z objevitel̊u diferenciálńıho a integrálńıho počtu, který v pr̊uběhu života rozv́ıjel. Nazývá se
po něm Leibnizovo pravidlo o n-té derivaci součinu dvou funkćı [19] a Leibnizovo integrálńı pravidlo
o záměně derivace a integrálu [20]. Z hlediska fyziky byl jeho př́ınos zejména ve statice a dynamice.
Vypracoval novou teorii pohybu založenou na kinetické a potenciálńı energii. Předpokládal, že prostor
i čas je relativńı, což bylo opět v protikladu s Newtonovými myšlenkami, který považoval prostor za
absolutńı. Dlouhou dobu z̊ustávaly jeho myšlenky prakticky bez pochopeńı, ale Albert Einstein5 se svou
teoríı relativity dal na začátku 20. stolet́ı Leibnizovi za pravdu. Důležitý pojem, který ve fyzice Leibniz
zavedl, byl vis viva (” živá śıla“), který je analogíı dnes použ́ıvané kinetické energie. Uvědomil si, že celková
energie se v určitých mechanických systémech zachovává. Paradoxně byl ve své době tento poznatek
potlačen zejména v Anglii, kde měl Newton větš́ı váhu hlasu a objevil zákon zachováńı hybnosti, který

5 * 14. března 1879 v Ulmu (tehdy Württemberské královstv́ı, Německo),
* 18. dubna 1955 v Princetonu (Spojené státy americké) [21]
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upřednostňoval jako d̊uležitěǰśı. Stejně tak ve Francii, kde p̊usobil René Descartes6, se kterým Leibniz
vedl řadu spor̊u. Dnes v́ıme, že se zachovávaj́ı (za určitých podmı́nek) obě veličiny a pravdu měli tedy
oba.

1.5 Leonhard Euler
Leonhard Paul Euler se narodil 15. dubna 1707 v Basileji ve Švýcarsku a zemřel 18. zář́ı 1783 v Petrohradu
v Rusku [23]. Je považován za jednoho z největš́ıch matematik̊u všech dob. Napsal přes 800 praćı a to
i přesto, že se mu v pr̊uběhu života velice zhoršoval zrak a skoro oslepl. V matematice provedl d̊uležité
objevy v diferenciálńım a integrálńım počtu, teorii č́ısel a teorii graf̊u. Zavedl systematické matematické
značeńı, z něhož se většina použ́ıvá dodnes. Roku 1736 vyřešil úlohu sedmi most̊u města Královce a určil,
že nejde vytvořit takovou procházku (posloupnost tah̊u), aby člověk přešel každý most právě jednou. Je
autorem metody řešeńı diferenciálńıch rovnic pomoćı variace konstant (někdy označované Lagrangeova
metoda, ačkoliv se o ni zasloužil pouze Euler). Pracoval s nekonečnými řadami, jejichž některé součty
našel, i když ne vždy zcela správně považoval řady za konvergentńı. Deśıtky, ne-li stovky, d̊uležitých
matematických pojmů nesou Eulerovo jméno a z většiny zcela zaslouženě, protože byl prvńım, kdo je
definoval, objevil a formuloval [24].

Ve fyzice se věnoval dynamice tekutin, optice a astronomii. Zformuloval diferenciálńı rovnice popi-
suj́ıćı pohyb ideálńı nevazké tekutiny. Pomohl při tvorbě Eulerovy-Bernoulliho rovnice nosńıku, která
se stala základem inženýrstv́ı. V optice nesouhlasil s Newtonovou převládaj́ıćı interpretaćı světla jako
proudu částic a pomohl svými publikacemi rozš́ı̌reńı vlnové teorie navržené Christiaanem Huygensem7.
Spoč́ıtal paralaxu Slunce. Jeho výpočty přispěly vývoji přesných tabulek zeměpisné délky. Určoval s vel-
kou přesnost́ı elementy dráhy komet a daľśıch nebeských těles. Euler̊uv problém tř́ı těles je situace, kdy
dvě hmotná tělesa jsou fixována v prostoru, nebo se navzájem ob́ıhaj́ı po kružnici a třet́ı těleso má malou
hmotnost (dnes nazývaný omezený kruhový problém tř́ı těles) [25].

1.6 Joseph Louis Lagrange
Joseph-Louis Lagrange (p̊uvodně Giuseppe Lodovico (Luigi) Lagrangia) se narodil 25. ledna 1736 v Tuŕıně
v Itálii a zemřel 10. dubna 1813 v Pař́ıži ve Francii [27]. Byl italsko-francouzským matematikem a astro-
nomem. Přes dvacet let života p̊usobil v Berĺıně. V matematice se věnoval zejména matematické analýze
a teorii č́ısel. Je zakladatelem variačńıho počtu. Práce na tautochroně, křivce, po které všem hmotným
bod̊um na ni položených trvá stejnou dobu sjet do jednoho bodu v homogenńım gravitačńım poli [28], po
komunikaci s Eulerem vedla k formulaci Euler-Lagrangeovy rovnice, která je základem takzvané Lagran-
geovské mechaniky. Přǐsel na metodu hledáńı vázaných extrémů, dnes nazývanou metoda Lagrangeových
multiplikátor̊u. Rozpracoval do hloubky metody interpolace funkcemi. Podal úplné řešeńı rovnice struny.

6 * 31. března 1596 La Haye en Touraine (dnes Descartes (Indre-et-Loire)) (Francie),
* 11. února 1650 Stockholm (Švédsko) [22]

7 * 14. dubna 1629 Haag (Nizozemı́), * 8. června 1695 Haag [26]
Christiaan Huygens byl matematik, fyzik, astronom a autor rané science fiction. Dnes je známý zejména pro sv̊uj Huygens̊uv
princip, který ř́ıká, ve stručnosti, že světlo je vlněńı a že každý bod na čele š́ı̌ŕıćı se vlny můžeme považovat za nový
zdroj vlněńı. Takto formulovaný neńı zcela správný, protože by se vlna vracela do zdroje, aniž by narazila na překážku.
Princip později upravil Fresnel a proto se dnes nazývá Huygens̊uv-Fresnel̊uv. Huygens se zabýval co nejpřesněǰśım měřeńım
času a vynalezl kyvadlové hodiny s netlumeným pohybem kyvadla. Zavedl pojem momentu hybnosti a objevil zákon jeho
zachováńı. Objevil a studoval odstředivou śılu. Studoval rázy těles. Zkonstruoval dvoučočkový okulár, který po něm dnes
nese své jméno. Postavil několik velkých dalekohled̊u s ohniskovou vzdálenost́ı až neuvěřitelných 75 metr̊u. V roce 1659
popsal skutečný tvar Saturnových měśıc̊u (v práci Systema Saturnium). Objevil Saturn̊uv měśıc Titan. Přǐsel s přibližnou
metodou určeńı vzdálenosti hvězd - srovnával světlo přicházej́ıćı ze Siria se světlem, které procházelo od Slunce do zatemněné
mı́stnosti skrz malý otvor. Určil takto vzdálenost Siria na 30 000násobek vzdálenosti Země od Slunce, přičemž správně je
přibližně 500 000 krát vzdálenost Země od Slunce, což s uvážeńım toho, že dnes v́ıme, že Sirius má větš́ı zářivý výkon než
Slunce, je překvapivě dobrý výsledek.
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Rozv́ıjel klasickou a nebeskou mechaniku. Studoval problém tř́ı těles na pohybech Země, Slunce
a Měśıce (1764) a na pohybech Jupiterových měśıc̊u (1766). V roce 1772 nalezl speciálńı řešeńı pro-
blému tř́ı těles, polohy libračńıch center. Ty se dnes na jeho počest nazývaj́ı Lagrangeovy body. Zabýval
se vzájemnou gravitačńı interakćı elipsoid̊u. Zabýval se sekulárńı rovnićı Měśıce a určeńım odchylek od
jeho středńı polohy. Zkoumal stabilitu planetárńıch drah a metody určeńı dráhy komety z tř́ı pozorováńı.

1.7 Carl Friedrich Gauss
Johann Carl Friedrich Gauss se narodil 30. dubna 1777 v Braunschweigu v Německu a zemřel 23. února
1855 v Göttingen [29]. Byl německým matematikem a fyzikem, který rozvinul řadu obor̊u, zejména
teorii č́ısel, statistiku, matematickou analýzu, geofyziku, elektrostatiku, astronomii a optiku. Jako prvńı
korektně dokázal základńı větu algebry. Většinu svého života p̊usobil na observatoři v Göttingen.

V roce 1801 objevil Giuseppe Piazzi8 Objevil planetku Ceres, ale byl ji schopen sledovat pouze dva
měśıce, než mu Slunce znemožnilo daľśı pozorováńı. Po pár měśıćıch se ji rozhodl znovu pokusit naj́ıt,
ale nebyl úspěšný, protože měl k dispozici pozorováńı pouze z přibližně 1% z celkové orbity. Gauss se
doslechl o tomto problému a po třech měśıćıch intenzivńı práce spočetl polohu planetky Ceres v prosinci
1801, podle ńıž ve vzdálenosti cca p̊ul stupně Franz Xaver von Zach planetku nalezl. Znovuobjeveńı
planetky Ceres vedlo Gausse k daľśı práci na teorii pohybu planetek kolem Slunce rušených planetami.
Na toto téma publikoval v roce 1809 práci ”Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis
solem ambientum“. V této publikaci zavedl gravitačńı konstantu k označovanou dnes jako Gaussovu9,
která je od té doby využ́ıvána při výpočtech v nebeské mechanice [31].

1.8 Charles-Eugene Delaunay
Charles-Eugene Delaunay se narodil 9. dubna 1816 v Lusigny-sur-Barse ve Francii a zemřel 5. ř́ıjna
1872 u Cherbourgu ve Francii [32]. Studoval u Jeana-Baptisty Biota10 na Sorboně. V rámci nebeské
mechaniky studoval speciálńı př́ıpady pohybu tř́ı těles, zejména pohybu Měśıce v soustavě Slunce-Země-
Měśıc. Na toto téma sepsal dvě knihy po 900 stranách (publikované v letech 1860 a 1867). Polohu Měśıce
vyjádřil pomoćı nekonečné řady, která ale konverguje př́ılǐs pomalu pro praktické použit́ı. I tak to však
představovalo silný impuls pro rozvoj funkcionálńı analýzy a poč́ıtačové algebry.

1.9 Henri Poincaré
Jules Henri Poincaré se narodil 29. dubna 1854 v severovýchodńı Francii a zemřel 17. července 1912
v Pař́ıži [34]. Zabýval se čistou i aplikovanou matematikou, matematickou fyzikou a nebeskou mechanikou.
Bývá považován za jednoho ze zakladatel̊u topologie. Zaj́ımal se o invariance fyzikálńıch zákon̊u a jako
prvńı formuloval Lorentzovu transformaci v dnešńı symetrické podobě. Poincaré studoval problém tř́ı

8 * 16. července 1726 v severńı Itálii, * 22. července 1825 v Neapoli
Giuseppe Piazzi byl italský katolický kněz, matematik a astronom. Vedl př́ıpravu Palermského katalogu hvězd, který byl
ve své době nejpřesněǰśım katalogem. Studoval pohyby hvězd, aby našel vhodné kandidáty na proměřeńı ročńı paralaxy.
Jako jednu z nich určil 61 Cygni, na ńıž bylo následně provedeno měřeńı Besselem. [30].

9Něco málo v́ıce o této konstantě najdete v podkapitole ”Jednotky použ́ıvané v problému tř́ı těles“ a kapitole ”Lagran-
geovo řešeńı, libračńı body“.

10 * 21. dubna 1774 v Pař́ıži, * 3. února 1862 v Pař́ıži
Jean-Baptiste Biot byl francouzský fyzik, astronom a matematik. Zabýval se magnetismem. Známý Biot̊uv-Savart̊uv zákon
je pojmenován právě po něm. Studoval polarizované světlo a jeho pr̊uchod organickými látkami a zjistil, že se rovina
polarizace může stáčet po či proti směru hodinových ručiček v závislosti na materiálu, kterým světlo procháźı. Prokázal,
že meteority jsou kameny nepocházej́ıćı ze Země a potvrdil tak domněnku vyslovenou Chladnim [33].
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těles, při jehož studiu si jako prvńı uvědomil, že se jedná o deterministický chaotický problém a objevil
tak prvńı takovýto systém. Položil tak základ dnešńı ”teorii chaosu“.

9 / 60
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2. Úvodńı př́ıklady
Kapitola obsahuje některé úvodńı motivačńı př́ıklady, př́ıklady pro uvedeńı základńıch pojmů a daľśı
př́ıklady, na jejichž výsledky budeme odkazovat v následuj́ıćıch kapitolách. Př́ıklady jsou věnované sṕı̌se
problému dvou těles.

2.1 Nejjednodušš́ı model satelitu (SŠ)

Zadáńı
Satelit zanedbatelné hmotnosti ob́ıhá po kruhové dráze kolem planety, kterou můžeme považovat za
homogenńı (př́ıpadně s radiálně rozloženou hustotou) s hmotnost́ı M . Satelit ob́ıhá ve vzdálenosti r od
středu planety. Jakou rychlost́ı satelit planetu ob́ıhá? Jak dlouho trvá jeden oběh?
Zanedbejte vlivy daľśıch těles. Gravitačńı konstanta je G = 6,67 · 10−11 N m2 kg−2. Hmotnost Země je
MZ = 5,97 ·1024 kg. Úlohu řešte nejprve obecně a posléze dosad’te hodnoty pro družici SwissCube-1, která
byla prvńı družićı zcela zkonstruovanou Švýcarskem. Vyslána na oběžnou dráhu byla v roce 2009. Družice
ob́ıhá Zemi s perigeem hp = 726 km a apogeem ha = 752 km. Jej́ı pohyb tedy aproximujte pohybem po
kružnici ve výšce h = ha+hp

2 = 739 km nad Zemı́ s poloměrem RZ = 6378 km. Zdroj údaj̊u o družici
najdete na [35].

Obrázek 2.1: Satelit Swisscube (převzato z [36])

Řešeńı
Pro řešeńı si zvoĺıme inerciálńı vztažnou soustavu, ve které je planeta v klidu. V této soustavě na satelit
p̊usob́ı gravitačńı śıla, která muśı být rovna śıle dostředivé.

Fg = Fd ,

G
mMZ

r2 = m
v2

r
,

kde m je hmotnost satelitu a v je jeho oběžná rychlost. Oběžnou rychlost tedy źıskáváme prakticky
okamžitě:

v =
√
GMZ

r
=
√

GMZ

RZ + h
.= 7,5 km s−1 . (2.1)
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Když si uvědomı́me, že v př́ıpadě kruhové trajektorie je dráha, kterou muśı družice urazit v pr̊uběhu
jednoho oběhu, právě délka kružnice s = 2πr, pak pro dobu oběhu P plat́ı

P = s

v
= 2πr√

GMZ
r

= 2π
√

r3

GMZ
= 2π

√√√√(RZ + h)3

GMZ

.= 6,0 · 103 s = 1 hod 40 min .

Výsledek
Oběžná rychlost SwissCube-1 je zhruba v = 7,5 km s−1 a doba oběhu je přibližně P = 1 hod 40 min.
Polohu satelitu Swisscube-1 můžeme sledovat v reálném čase na internetových stránkách1. Na těchto
stránkách můžeme nalézt časy, v které ji lze radioamatérsky sledovat z vašeho pozorovaćıho mı́sta. Stejně
tak můžeme na stránkách vyhledat údaje, které družice sleduje, jako teplota jej́ıch bateríı, slunečńıch
článk̊u a spoustu daľśıch. Za pomoci čas̊u, ve kterých je družice pozorovatelná, můžeme určit alespoň
zhruba dobu jej́ıho oběhu, pokud budeme brát čas přesně uprostřed mezi východem a západem družice
jako čas, kdy je vždy družice na stejném mı́stě2. T́ım můžeme ověřit, že i když náš výpočet byl velmi
zjednodušený3, tak poskytl relativně dobrý výsledek4.

2.2 Vzájemný kruhový oběh dvou těles (SŠ)

Zadáńı
Mějme dvě bodová tělesa o hmotnostech m a M (M ≥ m), která se ob́ıhaj́ı navzájem v konstantńı
vzdálenosti D od sebe. Jaká bude doba oběhu P a rychlosti v1 a v2 (v inerciálńı těžǐst’ové soustavě) těles?
O kolik procent se lǐśı oběžné doby a rychlosti oběhu (v inerciálńı těžǐst’ové soustavě) lehč́ı složky m od
těch daných rovnicemi

vk =
√
GM

r
,

Pk = 2π
√

r3

GM
,

ve kterých uvažujeme, že můžeme hmotnost lehč́ı složky binárńıho systému zanedbat? Tento rozd́ıl určete
pro soustavy Slunce-Země, Země-Měśıc a binárńı systém pulzar̊u PSR J0737-30395. Hmotnosti těles jsou:
Země MZ = 5,97 · 1024 kg, Slunce MS = 1,98 · 1030 kg, Měśıce MM = 7, 34 · 1022 kg, těžš́ıho z pulzar̊u
MA = 1, 34MS a lehč́ıhoMB = 1, 25MS.

1http://swisscube-live.ch/
2T́ım zanedbáváme rotaci Země a spoustu daľśıch drobněǰśıch vliv̊u, které se uplatňuj́ı při takovém zp̊usobu určeńı doby

oběhu. Pokud ale vezmeme ne hned následuj́ıćı oběh, ale odpoč́ıtáme si oběh̊u v́ıce, tak chybu plynoućı z tohoto zanedbáńı
můžeme výrazně sńıžit.

3Zanedbali jsme nehomogenitu Země, fakt, že dráha družice je sṕı̌se eliptická, vlivy daľśıch těles Slunečńı soustavy
(zejména Měśıce), vliv satelitu na Zemi a daľśı gravitačńı i negravitačńı vlivy.

4Ověřeńı bylo provedeno pro předpověd’ možných dob pozorováńı z Prahy mezi 11. 11. 2011 20:00 a 16. 11. 2011 20:00.
Prvńım pozorovaným přeletem byl časový úsek mezi 21:31:13 a 21:36:13, tedy středńı čas byl 21:33:43. Posledńı přelet byl
mezi 15:49:36 a 15:57:07, což v našem zjednodušeńı odpov́ıdá času 15:53:21. Při uvážeńı, že doby, kdy nebyla pozorovatelná
družice deľśı dobu, odpov́ıdaj́ı v́ıce oběh̊um (cca 6:19 odpov́ıdá čtyřem oběh̊um, 8:40 pěti a 10:20 šesti) byl určen počet oběh̊u
družice mezi těmito okamžiky na 69. Tomu pak odpov́ıdá doba jednoho oběhu 1:39:25. Teoretická doba z našeho výpočtu
je 1:39:38. Údaj o oběžné době z [35] je přibližně 1:38,5. Náš zjednodušený model je tedy relativně přesný, s odchylkou
maximálně 1% z hlediska pr̊uměrné doby oběhu v rámci několika oběh̊u.

5Systém má sice relativně velkou excentricitu, ale pro jednoduchost v tomto př́ıkladu uvažujme, že dráha je přibližně
kruhová. V následuj́ıćıch př́ıkladech si ukážeme, že doba oběhu dvou hmotných bod̊u záviśı pouze na jejich hmotnostech
a velké poloose, takže se t́ım vlastně nedopoušt́ıme chyby, pokud bychom jako r uvažovali velkou poloosu a.
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Řešeńı
Obě složky systému se dle zadáńı ob́ıhaj́ı v konstantńı vzdálenosti a tedy po kružnićıch. Budou ob́ıhat
kolem společného těžǐstě, najdeme si tedy těžǐstě soustavy, resp. jeho vzdálenost x od těžš́ıho tělesa M .
Je zřejmé, že těžǐstě bude ležet na spojnici obou těles a proto řeš́ıme pouze jednu rovnici

Mx = m (D − x) ⇒ x = m

m+M
D .

Nyńı máme polohu těžǐstě, které si zvoĺıme jako počátek neinerciálńı soustavy souřadné, která se bude
kolem tohoto bodu otáčet s konstantńı úhlovou rychlost́ı ω, pro kterou plat́ı ω = 2π

P
. Nevad́ı, že zat́ım

neznáme ω, protože jej źıskáme z následuj́ıćıch úvah. V takto zvolené soustavě jsou pak obě dvě tělesa
v klidu.
V námi zvolené soustavě p̊usob́ı na tělesa zdánlivá odstředivá śıla Fod, jej́ıž velikost je úměrná vzdálenosti
tělesa od počátku, a gravitačńı śıla, která je pro obě tělesa stejně velká opačného směru. Velikost gravitačńı
śıly je

|Fg| = G
mM

D2 .

Vypočtěme si odstředivou śılu
|Fod,M | = Mω2x = mM

m+M
ω2D .

Vzhledem k tomu, že má být velikost odstředivé śıly rovna gravitačńı śıle, aby se vykompenzovaly (jak
již bylo zmı́něno, v naš́ı soustavě jsou tělesa v klidu), tak z toho plyne, že je vlastně zbytečné indexovat
velikost odstředivé śıly, protože by měla být pro obě tělesa stejná, když je pro obě stejná gravitačńı śıla.
Můžeme se o tom přesvědčit výpočtem

|Fod,m| = mω2 (D − x) = mω2D
(

1− m

m+M

)
= mM

m+M
ω2D .

Můžeme tedy psát |Fod| = |Fod,m| = |Fod,M |. Pro celkovou śılu F plat́ı

F = o = Fg − Fod ,

mM

m+M
ω2D = G

mM

D2 ,

ω =
√
G
m+M

D3 ,

P = 2π

√√√√ D3

G (m+M) .

kde o je nulový vektor. Pro poměr mezi skutečnou oběžnou dobou tělesa6 a oběžnou dobou při zanedbáńı
hmotnosti lehč́ıho tělesa plat́ı

P

Pk
=
√

M

m+M
.

Rychlost pohybu našich těles v inerciálńı soustavě bude př́ımo úměrná vzdálenosti od těžǐstě a úhlové
rychlosti rotace soustavy

v1 = xω = m

m+M
D

√
G
m+M

D3 = m

√
G

(m+M)D ,

v2 = (D − x)ω = M

√
G

(m+M)D .

6Hodnota oběžné doby je přesná za předpokladu, že tělesa jsou hmotné body.
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Výsledek
Doba oběhu těles je

P = 2π

√√√√ D3

G (m+M) .

Poměr mezi skutečnou dobou oběhu těles P a dobou Pk v soustavě při zanedbané hmotnosti lehč́ıho
tělesa je

P

Pk
=
√

M

m+M
.

Vylepšený odhad oběžné doby je tedy o něco nižš́ı než p̊uvodńı hodnoty. V soustavě Země-Slunce je
poměr oběžných dob 99,99985 %, v soustavě Země-Měśıc 99,39 % a v binárńım systému PSR J0737-3039
je 71,9 %. Z výsledku je zřejmé, že č́ım je poměr těžš́ıho tělesa v̊uči lehč́ımu vyšš́ı, t́ım je oprávněněǰśı
zanedbat hmotnost lehč́ıho tělesa. Naopak pokud jsou hmotnosti obou těles srovnatelné, tak dostáváme
výrazně rozd́ılné výsledky.
Rychlosti těles jsou

v1 = m

√
G

(m+M)D ,

v2 = M

√
G

(m+M)D .

Pokud to srovnáme s výsledkem pro m
M
→ 0, pak v1 je zde vždy nenulové a

v2

vk
=
√

M

m+M
.

Výsledný poměr rychlost́ı lehč́ıho tělesa je stejný jako poměr oběžných dob.

2.3 Pohyb těžǐstě 2 těles (SŠ+)

Zadáńı
Ukažte, že se těžǐstě systému dvou hmotných bod̊u je v̊uči inerciálńımu systému bud’ v klidu, nebo
v rovnoměrném př́ımočarém pohybu.

Řešeńı
Tvrzeńı se dá v zásadě zd̊uvodnit tak, že pokud máme izolovaný systém, tj. nep̊usob́ı na něj žádné vněǰśı
śıly, pak se tento systém jako celek chová podle Newtonových zákon̊u. Prvńı Newton̊uv zákon nám pak
ř́ıká, že se pohybuje rovnoměrně př́ımočaře či setrvává na mı́stě.

Ukažme si ale i matematický d̊ukaz. Předchoźı př́ıklady jsme řešili v těžǐst’ové soustavě, ale o pohyb
těžǐstě jsme se nezaj́ımali. Ukažme si, že pohyb těžǐstě soustavy se ř́ıd́ı 1. Newtonovým zákonem. Oz-
načme si tělesa A a B, jejich hmotnosti mA a mB a polohové vektory rA a rB, jak je znázorněno na
obrázku 2.2. Jedná se o souřadnice ve třech rozměrech, stejně jako u daľśıch obrázk̊u. Pro názornost
je trojrozměrnost souřadnic na obrázku zvýrazněna, ale dále pro přehlednost obrázk̊u již nebudou tyto
souřadnice zvýrazněny. Definujme vektor vzájemné polohy

r = rA − rB . (2.2)
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r

xA

yB

zA

mA

mB

zB

xB

yA

x

y

z

rB
rA

Obrázek 2.2: Kartézské souřadnice dvou těles určené polohovými vektory

Napǐsme si rovnice pro śıly p̊usob́ıćı na každé těleso

FA = mAaA = mAr̈A = −GmAmB

|r|3
r

FB = mBaB = mBr̈B = G
mAmB

|r|3
r .

kde aA a aB jsou zrychleńı jednotlivých těles. Obě rovnice sečteme a dostáváme

mAr̈A +mBr̈B = o .

Rovnici dvakrát zintegrujeme podle času

mAṙA +mBṙB = k1 ,

mArA +mBrB = k1t+ k2 .

Posledńı rovnici nyńı můžeme vydělit součtem hmotnost́ı těles a mı́sto konstant k1 a k2 (vlastně 6-ti
konstant, protože každá má tři složky) źıskáme jiné konstanty K1 a K2

T = mArA +mBrB

mA +mB
= K1t+ K2 . (2.3)

Na levé straně rovnice je poloha těžǐstě a na pravé straně jsme dostali lineárńı závislost.

Výsledek
Dokázali jsme, že těžǐstě soustavy se pohybuje rovnoměrným př́ımočarým pohybem, nebo setrvává na
mı́stě, pokud na soustavu nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly.

2.4 Zachováńı roviny oběhu (SŠ+)

Zadáńı
Ukažte, že rovina oběhu se v nerušeném problému dvou těles zachovává.
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Řešeńı
Přejdeme ze souřadnic, které jsou na obrázku 2.2 k souřadnićım na obrázku 2.3. Pohyb těžǐstě jsme
vyřešili v předchoźım př́ıkladě a budeme se zaj́ımat o relativńı souřadnici hmotných bod̊u A a B.

r

T

x

y

z
mA

mB

Obrázek 2.3: Kartézské souřadnice dvou těles určené polohou těžǐstě a vzájemnou polohou těles, je
znázorněna situace mA > mB

Zapǐsme si zrychleńı relativńıho vektoru

r̈ = r̈A − r̈B = −G (mA +mB) r
r3 ,

r̈ +G (mA +mB) r
r3 = o .

Rovnici vektorově vynásob́ıme vektorem r

o = r× r̈ + G (mA +mB)
r3 r× r .

Vektorově vynásobený vektor sám se sebou dává vždy nulový vektor

r× r = o, (2.4)

a t́ım pádem jsme zjistili, že
r× r̈ = o . (2.5)

Zderivujme člen ṙ× r podle času
d
dt (r× ṙ) = ṙ× ṙ + r× r̈ .

Opět můžeme použ́ıt vlastnost vektorového součinu (2.4) (tentokrát v podobě ṙ× ṙ = o) a rovnost (2.5).
Dostáváme tedy, že v pr̊uběhu pohybu

r× ṙ = L ,
kde L je konstanta. Z toho vid́ıme, že plošná rychlost pr̊uvodiče7 bude konstantńı. Také z toho logicky

7Plošná rychlost je plocha, kterou oṕı̌se pr̊uvodič (pr̊uvodič je bod symbolizuj́ıćı ob́ıhaj́ıćı těleso) za jednotku času.

Obrázek 2.4: Ukázky ploch, které mohou být opsány za jednotku času
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vyplývá, že pohyb je realizován v rovině, která z̊ustává v každém čase stejná (aby se rovina mohla
v prostoru otočit, bylo by potřeba, aby se změnil směr L).

Výsledek
Dokázali jsme, že v problému dvou těles se zachovává rovina oběhu.

2.5 Lagrangian dvou těles (VŠ)

Zadáńı
Vyjádřete lagrangian problému dvou těles v obecných trojrozměrných kartézských souřadnićıch, troj-
rozměrných sférických souřadnićıch a v dvourozměrných polárńıch souřadnićıch.

Řešeńı
Lagrangian je rozd́ıl kinetické a potenciálńı energie L = T − V . Pro kinetické energie hmotných bod̊u A
a B plat́ı

Ti = 1
2miṙi · ṙi , i ∈ {A,B} ,

kde · znač́ı skalárńı součin. (Ekvivalentně můžeme použ́ıt pro zápis normu ṙi · ṙi = |ṙi|2.) V našem př́ıpadě
bude kinetická energie tvořená dvěma členy T = TA + TB. Vzájemná potenciálńı energie dvou hmotných
bod̊u je

VAB = −G mAmB

|rA − rB|
.

V kartézských souřadnićıch pak má lagrangian tvar

L (x, y, z) = 1
2mA

(
ẋ2

A + ẏ2
A + ż2

A

)
+ 1

2mB
(
ẋ2

B + ẏ2
B + ż2

B

)
+

+G
mAmB√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2
.

Pro větš́ı přehlednost přejděme k těžǐst’ové soustavě (transformujeme se do soustavy podle rovnice (2.3),
kde polož́ıme identicky T = o) viz obr. č. 2.5. V této soustavě nabývá lagrangian tvaru (uváž́ıme-li vztah
(2.2)):

L = 1
2mA |ṙA|2 + 1

2mB |ṙB|2 +G
mAmB

|r|
.

x

y

z

mA

mB

rB

rA

Obrázek 2.5: Kartézské souřadnice dvou těles v těžǐst’ové soustavě; souřadnice znač́ıme dál rA a rB, ale
maj́ı jiný význam
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T = mArA +mBrB

mA +mB
= o ⇒ rB = −mA

mB
rA ,

r = rA − rB ⇒ rA = mB

mA +mB
r , rB = − mA

mA +mB
r .

Po úpravách dostáváme lagrangián

L = 1
2

mAmB

mA +mB
|ṙ|2 +G

mAmB

|r|
.

Označme si, pro pozděǰśı použit́ı, celkovou hmotnost soustavy jako

M = mA +mB

a redukovanou hmotnost soustavy jako

µ = mAmB

M
= mAmB

mA +mB
.

Pak můžeme lagrangián psát jako
L = 1

2µ |ṙ|
2 +G

µM
|r|

.

Sférické souřadnice budeme použ́ıvat v následuj́ıćım tvaru

x = r sinϑ cosϕ ,
y = r sinϑ sinϕ , (2.6)
z = r cosϑ .

Význam souřadnice r je vzdálenost od počátku a ϕ a ϑ jsou úhlové souřadnice. Potřebujeme znát i změny
souřadnic v čase, proto vztahy (2.6) zderivujeme podle času

ẋ = ṙ sinϑ cosϕ+ r cosϑ cosϕ ϑ̇− r sinϑ sinϕ ϕ̇ ,
ẏ = ṙ sinϑ sinϕ+ r cosϑ sinϕ ϑ̇+ r sinϑ cosϕ ϕ̇ ,
ż = ṙ cosϑ− r sinϑ ϑ̇ .

Po algebraických úpravách za využit́ı známé identity (tzv. goniometrické jedničky)

sin2 α + cos2 α = 1 , ∀α ∈ R ,

dostaneme vztah pro kinetickou energii

T = 1
2µ

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
= 1

2µ
(
ṙ2 + r2ϑ̇2 + r2 sin2 ϑ ϕ̇2

)
.

Źıskáváme tak lagrangián ve sférických souřadnićıch

L (r, ϑ, ϕ) = 1
2µ

(
ṙ2 + r2ϑ̇2 + r2 sin2 ϑ ϕ̇2

)
+G

µM
r

. (2.7)

Pokud pak souřadnicově přejdeme do roviny, ve které prob́ıhá vzájemný oběh dvou těles, pak v́ıme, že
plat́ı ϕ̇ = 0 a lagrangián pak můžeme psát pouze ve dvou souřadnićıch ve tvaru

L (r, ϑ) = 1
2µ

(
ṙ2 + r2ϑ̇2

)
+G

µM
r

. (2.8)
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Výsledek
Lagrangián problému dvou těles můžeme vyjádřit jako

L = 1
2mA

(
x2

A + y2
A + z2

A

)
+ 1

2mB
(
x2

B + y2
B + z2

B

)
+

+G
µM√∣∣∣(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2

∣∣∣
= 1

2µ
(
ṙ2 + r2ϑ̇2 + r2 sin2 ϑ ϕ̇2

)
+G

µM
r

= 1
2µ

(
ṙ2 + r2ϑ̇2

)
+G

µM
r

.

2.6 Zobecněné hybnosti problému 2 těles (VŠ)

Zadáńı
Určete zobecněné hybnosti problému dvou těles ve sférických souřadnićıch.

Řešeńı
Zobecněné hybnosti pq źıskáme derivaćı lagrangiánu podle derivaćı kanonicky sdružených proměnných q

∂L
∂q̇

= pq .

Konkrétně v našem př́ıpadě dostáváme

pr = µṙ , pϑ = µr2ϑ̇ , pϕ = µr2 sin2 ϑϕ̇ .

Výsledek
Určili jsme kanonicky sdružené hybnosti k sférickým souřadnićım problému dvou těles. Tyto se pak mohou
využ́ıt v Hamiltonových rovnićıch či jsou mezivýpočtem pro Euler-Lagrangeovy rovnice.

2.7 Euler-Lagrangeovy rovnice problému dvou těles (VŠ)

Zadáńı
Sestavte Euler-Lagrangeovy pohybové rovnice problému dvou těles z lagrangiánu ve sférických souřadnićıch
(2.7) a v polárńıch souřadnićıch (2.8).

Řešeńı
Pro zobecněnou souřadnici q má Euler-Lagrangeova rovnice tvar

d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0 . (2.9)

Pro sférické souřadnice r, ϑ, ϕ postupně dostáváme, po drobných úpravách, rovnice

r̈ − rϑ̇2 − r sin2 ϑϕ̇2 +G
M
r2 = 0 ,
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2rṙϑ̇+ r2ϑ̈− 1
2r

2 sin (2ϑ) ϕ̇2 = 0 ,

d
dt
(
r2 sin2 ϑϕ̇

)
= 0 . (2.10)

Pro polárńı souřadnice r, ϑ dostáváme jednodušš́ı soustavu

r̈ − rϑ̇2 +G
M
r2 = 0 , (2.11)

d
dt
(
r2ϑ̇

)
= 0 , (2.12)

Výsledek
Źıskali jsme diferenciálńı rovnice jejichž řešeńı vede k úplnému řešeńı problému dvou těles.

2.8 Řešeńı problému dvou těles pomoćı Lagrangeovy mecha-
niky (VŠ)

Zadáńı
Řešte Euler-Lagrangeovy diferenciálńı rovnice pohybu dvou těles a popǐste jejich trajektorie.

Řešeńı
Rovnice jsme si připravili v předchoźım př́ıkladu. Začněme od posledńı rovnice pro sférické souřadnice
(2.10). Souřadnice ϕ je cyklická (v lagrangianu se vyskytuje pouze jej́ı derivace, ale lagrangian explicitně
nezáviśı na souřadnici samotné). Proto dostáváme rovnou řešeńı

r2 sin2 ϑϕ̇ = konst. = lz
µ
.

Konstanta, která vystupuje v řešeńı, má fyzikálńı význam pod́ılu z-ové složky momentu hybnosti lz
a redukované hmotnosti µ. Můžeme si zvolit soustavu, ve které bude lz = 0. Dále řešme rovnice v takové
soustavě s t́ım, že nám již postač́ı polárńı souřadnice. Rovnice (2.12) má opět jednoduché řešeńı

r2ϑ̇ = konst. = l

µ
,

kde l je velikost momentu hybnosti (l = (lx, ly, lz), l =
√
l2x + l2y + l2z). Z této rovnice můžeme vyjádřit ϑ̇

a dosadit ho do rovnice (2.11)

ϑ̇ = l

µr2 ⇒ r̈ − l2

µ2r3 +G
M
r2 = 0 .

Provedeme substituci

u (ϑ) = 1
r (t) ⇒ r = 1

u
, ṙ = − 1

u2
du
dϑϑ̇ = − l

µ

du
dϑ , r̈ = − l

2

µ2u
2 d2u

dϑ2 ,

− l
2

µ2u
2 d2u

dϑ2 −
l2

µ2u
3 +GMu2 = 0 ,
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d2u

dϑ2 + u = G
Mµ2

l2
.

T́ım se nám podařilo rovnici (2.11) upravit do tvaru Binetovy rovnice8. Jedná se o lineárńı diferenciálńı
rovnici s konstantńı pravou stranou, jej́ıž obecné řešeńı je

u0 = K cos (ϑ− π) ,

kde K a π jsou konstanty. π je úhel natočeńı soustavy v̊uči souřadnicové soustavě (argument perihelu).
Partikulárńı řešeńı je zřejmě

up = G
Mµ2

l2
,

celkové řešeńı pak

r = 1
u

= 1
u0 + up

= 1
GMµ2

l2
+K cos (ϑ− π)

= p

1 + e cos (ϑ− π) . (2.13)

Dostali jsme tedy obecnou rovnici kuželosečky v polárńıch souřadnićıch, kde p je jej́ı parametr

p = l2

Gµ2M
,

ϑ pravá anomálie a e numerická excentricita (bezrozměrná)

e = Kl2

Gµ2M
.

Výsledek
Určili jsme, že trajektorie v problému dvou těles bude v obecném př́ıpadě kuželosečka. V závislosti na
excentricitě e budou nastávat r̊uzné př́ıpady. Pro nulovou excentricitu a velkou poloosu dráhy a větš́ı než
0 budou tělesa ob́ıhat po kružnićıch. Pro e ∈ (0, 1) a a > 0 bude oběh prob́ıhat po elipsách. Pro e > 0
a a < 0 jsou trajektoriemi hyperboly. Pro e = 1 a a → ∞ je trajektorie tvaru paraboly. Mohou také
nastat degenerované př́ıpady pohybu jako pohyb po úsečce, polopř́ımce, př́ımce.

2.9 Hamiltonián (VŠ)

Zadáńı
Sestavte hamiltonián problému dvou těles ve sférických souřadnićıch.

Řešeńı
Z předchoźıch př́ıklad̊u známe lagrangian L a i kanonicky sdružené hybnosti. Stač́ı už jen dosadit do
vztahu pro hamiltonián9

H =
∑
i

piq̇
i − L ,

H = prṙ + pϑϑ̇+ pϕϕ̇− L ,

8 * 2. února 1786 v Rennes (Francie), * 12. května 1856 v Pař́ıži
Jacques Philippe Marie Binet byl francouzský matematik, fyzik a astronom. Věnoval se maticovému počtu, jako prvńı přǐsel
s pravidlem pro násobeńı matic. Přǐsel na Binet̊uv vzorec pro Fibonacciho č́ısla un = (1+

√
5)n−(1−

√
5)n

2n
√

5 , který dnes nese
jeho jméno, i když stejný výsledek znal už Abraham de Moivre stolet́ı před ńım. [37]

9Ve označeńı q̇i je i index. Na VŠ úrovni se u souřadnic použ́ıvaj́ı horńı indexy, kdežto u hybnost́ı dolńı indexy.
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kde po několika úpravách źıskáváme

H (r, ϑ, ϕ; pr, pϑ, pϕ) = 1
2µ

(
p2
r + 1

r2

(
p2
ϑ +

p2
ϕ

sin2 ϑ

))
−GµM

r
.

Výsledek
Sestavili jsme hamiltonián a současně jsme t́ım sestavili rovnici energie. Hamiltonián nezáviśı na čase
a právě proto se zachovává a má význam celkové energie fyzikálńıho systému.

2.10 Praktické vztahy v astronomii
V této kapitole nadefinujeme d̊uležité parametry kuželoseček a některé vztahy mezi nimi, které se nám
budou hodit u daľśıch př́ıklad̊u. Při uvedeńı těchto definic se budeme věnovat jejich geometrickému
významu v elipse (viz obr. 2.6), který bude obdobný i u daľśıch kuželoseček. Poté si poṕı̌seme orbitálńı
elementy eliptické dráhy obecně položené v̊uči ekliptice. V daľśı části si pak připomeneme některé vztahy
vyplývaj́ıćı z Keplerových a Newtonových zákon̊u. Většinu těchto vztah̊u později využijeme u řešeńı
daľśıch úloh.

2.10.1 Elipsa v rovině
V obrázku č. 2.6 je elipsa znázorněná dle rovnice (2.13) pro úhel natočeńı π = 0. Rozměr a je nazýván
délka hlavńı poloosy, b vedleǰśı poloosy, q je vzdálenost pericentra. Numerickou excentricitu budeme
značit e10. Body F1 a F2 jsou ohniska kuželosečky, kde v bodě F1 lež́ı těžǐstě dvou těles, a tedy hlavńı
ohnisko. Bod P je vrchol kuželosečky, pericentrum, bod kuželosečky lež́ıćı nejbĺıže hlavńımu ohnisku. Bod
A je naopak v př́ıpadě elipsy apocentrum, bod lež́ıćı nejdále od hlavńıho ohniska. Př́ımka AP se nazývá
př́ımka apsid.

aae

ab

x

y

F1F2 ϑ

r

p

q

PA

Obrázek 2.6: Elipsa s vyznačenými d̊uležitými rozměry

Plat́ı
|F1A|+ q = 2a ,

10Ve středoškolských učebnićıch bývá numerická excentricita značená ε, kdežto lineárńı excentricita e. Ve vysokoškolských
je to přesně naopak. Budeme se v tomto př́ıpadě držet vysokoškolského značeńı.
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q = p

1 + e
,

|F1A| = p

1− e ,

a = p

1− e2 .

Celkovou plochu elipsy můžeme vypoč́ıtat pomoćı vztahu

S = πab .

2.10.2 Orbitálńı elementy
Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme schematicky eliptickou dráhu skloněnou v̊uči ekliptice. Rovina ekliptiky
je v našem obrázku definovaná polohou jarńıho bodu �, výstupného uzlu � a sestupného uzlu �. Rovina
dráhy je skloněná o úhel i v̊uči rovině ekliptiky a lež́ı na ńı pericentrum P, apocentrum A, hmotný bod
m. Úhel zde označený jako ω jsme označovali π a znač́ı argument š́ı̌rky perihelu. Úhel υ mezi perihelem
a současnou polohou tělesa je pravá anomálie a jinde jsme ji značili ϑ. Pro úplnost můžeme dodat, že
úhel mezi jarńım bodem � a výstupným uzlem � bývá nazýván délka výstupného uzlu Ω.

Obrázek 2.7: Eliptická dráha v prostoru; autor obrázku: Lukáš Ledvina

2.10.3 Keplerovy zákony
Druhý Kepler̊uv zákon nám dává vztah

xẏ − ẋy = |L| cos i = L cos i , (2.14)

L = r2ϑ̇ =
√
G (mA +mB) p =

√
a(1− e2) . (2.15)

Třet́ı Kepler̊uv zákon můžeme zapsat jako

a3

P 2 = G (mA +mB)
4π2 ,

n = 2π
P

=
√
G (mA +mB)

a3 , (2.16)

kde P je perioda oběhu a n je středńı denńı pohyb.
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Zákon zachováńı celkové mechanické energie nám dává vztah, který se v astronomii označuje jako
integrál živé śıly

v2 = G (mA +mB)
(2
r
− 1
a

)
. (2.17)
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3. Lagrangeovo řešeńı, libračńı body

3.1 Úvod kapitoly
V této kapitole se budeme věnovat omezenému kruhovému problému tř́ı těles. Omezenému, protože bude-
me považovat třet́ı těleso, jehož pohyby budeme zkoumat, za zanedbatelně lehké oproti dvěma zbývaj́ıćım
a budeme tak uvažovat, že nep̊usob́ı gravitačně na dvě tělesa (primáry, či primár a sekundár), která se
pohybuj́ı jako v problému dvou těles. Slovo kruhový pak znač́ı zjednodušeńı předpokládaj́ıćı, že primáry
se navzájem ob́ıhaj́ı po kružnićıch. To nám značně zjednoduš́ı situaci, protože jedině takto můžeme jed-
noduše (analyticky bez použit́ı řad) určit polohu primár̊u v daném čase. Budeme tak moci přej́ıt do
rotuj́ıćıch souřadnic, které rotuj́ı rovnoměrně, ve kterých jsou primáry stále na jedné ose v konstantńıch
vzdálenostech od počátku a śıly p̊usob́ıćı na třet́ı těleso jsou dané pouze jeho polohou v souřadnicovém
systému a nejsou funkćı času.

3.2 Speciálńı Lagrangeovo řešeńı (SŠ+)

Zadáńı
Mějme tři hmotné body, každý o hmotnosti m, ve vrcholech myšleného rovnostranného trojúhelńıka
s délkou hrany a. Jaké jsou podmı́nky, aby tělesa měla uzavřené periodické orbity? Vyberte si jeden
př́ıklad a popǐste trajektorii, po které se budou tělesa pohybovat a s jakou rychlost́ı. Neuvažujte stabilitu
systému.

Řešeńı
Úloha je zadána velmi návodně a proto se může zdát až př́ılǐs jednoduchá. Podmı́nka pro to, aby tělesa
ob́ıhala po uzavřených křivkách, je relativně jednoduchá. Stač́ı jim udělit každému stejnou rychlost pod
stejným úhlem Θ, jak je znázorněno na obrázku č. 3.1, a to dostatečně malou, aby tělesa ob́ıhala po
elipse a neuletěla nám do nekonečna. Z d̊uvodu symetrie v úloze pak máme zaručeno, že budou ob́ıhat
neomezeně dlouho po daných elipsách s jedńım ohniskem v jejich těžǐsti, pokud nevstouṕı do hry nějaká
porucha. Vzhledem k tomu, že je tento systém nestabilńı, tak by právě libovolně malá porucha vedla
ke zhrouceńı systému. Pokud si jako dráhu zvoĺıme právě kružnici, na které všechna tři tělesa lež́ı, pak
můžeme jednoduše vypoč́ıtat oběžnou rychlost jako v př́ıkladu ”Vzájemný kruhový oběh dvou těles“
s uvážeńım, že zde máme tělesa tři a že vzdálenost od vrcholu do těžǐstě rovnoramenného trojúhelńıka
je
√

3
3 a

v =
√
Gm√

3a
.
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m

m

m

v

v

v
T

θ

θ

θ

Obrázek 3.1: Schematické znázorněńı speciálńıho Lagrangeova řešeńı

Tento problém se dá dokonce zobecnit pro libovolné hmotnosti těles. Pro tři tělesa lež́ıćı ve vrcholech
rovnostranného trojúhelńıka vždy existuje takové řešeńı, že všechna tři tělesa se navzájem ob́ıhaj́ı kolem
společného těžǐstě. V př́ıpadě elips dokonce opět stač́ı, aby měly všechny tři objekty stejnou excentricitu
dráhy. Dokonce může nastat i stabilńı situace, ale pouze v př́ıpadě, že hmotnost dvou zbývaj́ıćıch těles
je řádově nižš́ı než hmotnost nejtěžš́ıho tělesa [38]. T́ım se už pomalu dostáváme k Lagrangeovým neboli
libračńım bod̊um.

Výsledek
Na jednoduchém př́ıkladu jsme si ukázali možné zaj́ımavé uspořádáńı soustavy, které byt’ se zdá na
prvńı pohled neužitečné d́ıky své nestabilitě, tak analogie toho př́ıkladu povede k zaj́ımavým výsledk̊um
v podobě Lagrangeových bod̊u L4 a L5.

3.3 Souřadnicový přechod (SŠ+)

Zadáńı
Přejděte od inerciálńıch souřadnic (x, y, z), ve kterých se pohybuj́ı dvě primárńı tělesa po kružnićıch
v rovině xy se středem v počátku, ke korotuj́ıćım souřadnićım (ξ, η, ζ), ve kterých lež́ı primáry na ose ξ
v jednotkové vzdálenosti od sebe. Transformujte polohy všech třech těles.

Řešeńı
Nejprve si uvědomme p̊uvodńı situaci. Znázorněná je na obr. č. 3.2. Vektor rA − rB budeme značit jako
D a jeho velikost |D| = D. Plat́ı τ = nt, kde n je středńı denńı pohyb definovaný (2.16). Souřadnice
primár̊u v čase t jsou pak v popsány kartézskými souřadnicemi

xA (t) = D
mB

mA +mB
cosnt , xB (t) = −D mA

mA +mB
cosnt ,

yA (t) = D
mB

mA +mB
sinnt , yB (t) = −D mA

mA +mB
sinnt , (3.1)

zA (t) = 0 , zB (t) = 0 .
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Vzhledem k tomu, že se budeme zaj́ımat zejména o pohyb třet́ıho tělesa, tak jeho souřadnice ponecháme
bez index̊u, tedy v této soustavě r = (x, y, z).

mA

mB

τ x

y

z

mC

RB

RA

D

Obrázek 3.2: Inerciálńı souřadnice tř́ı těles v omezeném kruhovém problému tř́ı těles

Na obrázku 3.3 je znázorněn souřadnicový systém po transformaci. Podmı́nka, aby tělesa ležela na
osách a že maj́ı být v jednotkové vzdálenosti, nám dává transformačńı vztahy

ξ = x

D
cosnt+ y

D
sinnt ,

η = − x
D

sinnt+ y

D
cosnt ,

ζ = z

D
.

(µ̄B, 0, 0)(µ̄A, 0, 0) ξ

η

ζ

mC

~ρB

mB

~ρA

mA

Obrázek 3.3: Korotuj́ıćı bezrozměrné souřadnice tř́ı těles v omezeném kruhovém problému tř́ı těles
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V zásadě se jedná pouze o časově závislé otočeńı kolem počátku. Inverzńı vztahy (tj. otočeńı o opačný
úhel) můžeme psát jako

x

D
= ξ cosnt− η sinnt ,

y

D
= ξ sinnt+ η cosnt , (3.2)

z

D
= ζ .

Označ́ıme-li hmotnostńı parametry

µ̄A = mA

mA +mB
, µ̄B = mB

mA +mB
,

respektive pro přehlednost budeme použ́ıvat pouze jeden
µ̄B = µ̄ , µ̄A = 1− µ̄ ,

pak můžeme transformované souřadnice zapsat jako
(ξA, ηA, ζA) = (µ̄, 0, 0) ,
(ξB, ηB, ζB) = (−1 + µ̄, 0, 0) ,

(ξ, η, ζ) =
(
x

D
cosnt+ y

D
sinnt,− x

D
sinnt+ y

D
cosnt, z

D

)
.

Výsledek
Transformovali jsme problém do bezrozměrných souřadnic, ve kterých bude daľśı řešeńı problému přehledněǰśı.

3.4 Neinerciálńı soustavy - Coriolisova śıla
Pokud transformujeme správně vztahy z inerciálńı soustavy souřadné do rotuj́ıćı soustavy, pak můžeme
očekávat, že se nám v transformačńıch vztaźıch objev́ı takzvaná nepravé śıly (a z nich vyplývaj́ıćı nepravá
zrychleńı). Jsou to - odstředivá śıla (Fod = −m~ω × (~ω × r)), Coriolisova śıla1 (FCor = −2m~ω × v)
a Eulerova śıla (FE = −m~ε× r).

Odstředivá śıla je nejznáměǰśı a každý s ńı má asi nejv́ıce zkušenost́ı. Př́ıkladem může být pohyb
volného mı́čku ve vlaku, která jede do zatáčky - mı́ček jede ke straně vagonu a cestovatel, který by
nevěděl (a nećıtil), že vlak jede do zatáčky, by musel usoudit, že na mı́ček p̊usobila nějaká śıla. Eulerovým
zrychleńım se zabývat nebudeme, protože se vyskytuje až u soustav, které rotuj́ı nerovnoměrně.

Zbývá nám uvědomit si, jakým zp̊usobem funguje Coriolisova śıla. Coriolisovu śılu můžeme pozorovat
např́ıklad na Foucaltově kyvadle či na vzdušných hmotách. Foucaltovo kyvadlo je velmi dlouhé kyvadlo
s těžkým závaž́ım. Nejd̊uležitěǰśı na jeho konstrukci je, aby vydrželo kmitat co nejdeľśı dobu. V pr̊uběhu
kmit̊u se kyvadlo pohybuje s nenulovou rychlost́ı a pokud jsme jinde než na rovńıku, pak se bude rovina
kyvu kyvadla stáčet. Na severńı polokouli se bude stáčet kyvadlo po směru hodinových ručiček, na jižńı
proti směru. Č́ım větš́ı bude zeměpisná š́ı̌rka, na které budeme kmity pozorovat, t́ım rychleji se bude rovina
rotace stáčet. Nejsilněǰśı by byl efekt na zeměpisných pólech. Obdobně funguje i to, jakým směrem se
stáč́ı tlakové výše a tlakové ńıže. Kolem tlakových výš́ı na severńı polokouli se zpravidla stáč́ı větry po
směru hodinových ručiček, kdežto kolem tlakových ńıž́ı v́ıtr ob́ıhá proti směru hodinových ručiček. Na
tomto základě je formulováno Buys-Ballotovo pravidlo, které ř́ıká, že pokud stoj́ıme na severńı polokouli
tvář́ı proti větru, pak se nalevo od nás nacháźı tlaková výše a napravo tlaková ńıže. Na jižńım polokouli
plat́ı pravidlo přesně opačně.

1 * 21. května 1792 v Pař́ıži, * 19. zář́ı 1843 tamtéž
Gaspard-Gustave de Coriolis se zabýval zejména matematickou analýzou, klasickou mechanikou a hydraulikou. Studoval
třeńı. Zavedl pojmy práce a kinetická energie. Zabýval se neinerciálńımi soustavami a silami v nich p̊usob́ıćıch. Publikoval
matematickou práci o kulečńıku Théorie mathématique des effets du jeu de billiard [39].
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3.5 Lagrangián třet́ıho tělesa (VŠ)

Zadáńı
Vyjádřete Lagrangeovu funkci třet́ıho tělesa v omezeném kruhovém problému tř́ı těles jak v inerciálńı,
tak v korotuj́ıćı soustavě.

Řešeńı
Hmotnost třet́ıho tělesa budeme značit bez indexu, kdežto hmotnosti primár̊u indexujeme. Lagrangian
třet́ıho tělesa v inerciálńı soustavě je

L (x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t) = m

2
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+Gm

(
mA

%A (t) + mB

%B (t)

)
,

%2
A = (x− xA (t))2 + (y − yA (t))2 + z2 ,

%2
B = (x− xB (t))2 + (y − yB (t))2 + z2 .

Nyńı chceme převést lagrangian do korotuj́ıćıch souřadnic. Nejprve zderivujeme transformačńı vztahy
(3.2), vypočteme tak kinetickou energii, dosad́ıme z (3.1) a źıskáme tak i vztah pro potenciálńı energii

ẋ = D
(
ξ̇ cosnt− nξ sinnt− η̇ sinnt− nη cosnt

)
,

ẏ = D
(
ξ̇ sinnt+ nξ cosnt+ η̇ cosnt− nη sinnt

)
, (3.3)

ż = Dζ̇ .

ẋ2 + ẏ2 + ż2

D2 = ξ̇2 cos2 nt+ n2ξ2 sin2 nt+ η̇2 sin2 nt+ n2η2 cos2 nt

− 2nξξ̇ sinnt cosnt− 2ξ̇η̇ sinnt cosnt− 2nηξ̇ cos2 nt

+ 2nξη̇ sin2 nt+ 2n2ξη sinnt cosnt+ 2nηη̇ sinnt cosnt
+ ξ̇2 sin2 nt+ n2ξ2 cos2 nt+ η̇2 cos2 nt+ n2η2 sin2 nt

+ 2nξξ̇ sinnt cosnt+ 2ξ̇η̇ sinnt cosnt− 2nηξ̇ sin2 nt

+ 2nξη̇ cos2 nt− 2n2ξη sinnt cosnt− 2nηη̇ sinnt cosnt+ ζ̇2

= ξ̇2 + n2ξ2 + η̇2 + n2η2 − 2nηξ̇ + 2nξη̇ + ζ̇2 ,

%2
A
D2 = ξ2 cos2 nt+ η2 sin2 nt+ µ̄2 cos2 nt− 2ξη sinnt cosnt− 2µ̄ξ cos2 nt

+ 2µ̄η sinnt cosnt+ ξ2 sin2 nt+ η2 cos2 nt+ µ̄2 sin2 nt

+ 2ξη sinnt cosnt− 2µ̄ξ sin2 nt− 2µ̄η sinnt cosnt+ ζ2

= (ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2 ,

%2
B
D2 = (ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2 .

T́ım dostáváme konečný tvar lagrangiánu

L = 1
2mD

2
(
ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 + n2ξ2 + n2η2 − 2nηξ̇ + 2nξη̇

)
+G

m

D

 mA√
(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2

+ mB√
(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2

 . (3.4)
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Výsledek
Řešeńım této úlohy jsme źıskali lagrangián, který v daľśım studiu pohybu třet́ıho těles v omezeném
kruhovém problému tř́ı těles použijeme pro tvorbu diferenciálńıch rovnic.

3.6 Diferenciálńı rovnice omezeného kruhového pohybu (VŠ)

Zadáńı
Sestavte Euler-Lagrangeovy diferenciálńı rovnice třet́ıho tělesa v omezeném kruhovém problému tř́ı těles.

Řešeńı
Před dosazeńım do Euler-Lagrangeovy rovnice (2.9) si zpřehledněme situaci t́ım, že v lagrangianu (3.4)
ponecháme člen potenciálńı energie označený jako V

L = 1
2mD

2
(
ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 + n2ξ2 + n2η2 − 2nηξ̇ + 2nξη̇

)
− V (ξ, η, ζ) .

Lagrangian postupně derivujeme podle jednotlivých souřadnic a derivaćı souřadnic a dostáváme

∂L
∂ξ

= mD2
(
n2ξ + nη̇

)
− ∂V

∂ξ
,

∂L
∂η

= mD2
(
n2η + nξ̇

)
− ∂V

∂η
,

∂L
∂ζ

= −∂V
∂ζ

,

∂L
∂ξ̇

= mD2
(
ξ̇ − nη

)
,

∂L
∂η̇

= mD2 (η̇ + nξ) ,

∂L
∂ζ̇

= mD2ζ̇ ,

ξ̈ = n2ξ + 2nη̇ − 1
mD2

∂V

∂ξ
,

η̈ = n2η − 2nξ̇ − 1
mD2

∂V

∂η
, (3.5)

ζ̈ = − 1
mD2

∂V

∂ζ
.

T́ım jsme dostali diferenciálńı rovnice, u kterých si můžeme rozebrat význam jednotlivých člen̊u určuj́ıćıch
zrychleńı třet́ıho tělesa, tedy např́ıklad družice, kterou jsme vypustili v systému Země-Měśıc. Prvńı člen u
souřadnic ξ a η je odstředivý člen a druhým je Coriolisovo zrychleńı. Posledńım členem je u všech souřadnic
záporně vzatá derivace potenciálńı energie, která, jako jediná, by byla př́ıtomna i u nerotuj́ıćı soustavy.
Nevyskytuje se zde Eulerovo zrychleńı, protože uvažuje soustavu, která rotuje v čase rovnoměrně. Pokud
bychom chtěli tutéž transformaci provést u eliptického omezeného problému tř́ı těles, pak by se nám
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v rovnićıch již Eulerovo zrychleńı objevilo. Derivace potenciálńı energie maj́ı tvar

∂V

∂ξ
= G

m

D

 mA (ξ − µ̄)(
(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2 + mB (ξ + 1− µ̄)(
(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2

 ,
∂V

∂η
= G

m

D

 mAη(
(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2 + mBη(
(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2

 , (3.6)

∂V

∂ζ
= G

m

D

 mAζ(
(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2 + mBζ(
(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2

 .

Výsledek
Sestavili jsme rovnice pohybu pro testovaćı těleso v rámci omezeného kruhového problému tř́ı těles, které
jednak budeme nadále analyzovat a už mohou sloužit pro použit́ı v simulačńıch programech.

3.7 Jednotky použ́ıvané v problému tř́ı těles
Zat́ım jsme přešli k bezrozměrným souřadnićım, ale stále udáváme všechny konstanty a rozměry pomoćı
jednotek SI. Např́ıklad rozměr udáváme v metrech, hmotnost v kilogramech, čas v sekundách a gravitačńı
konstantu v kg−1 m3 s−2. To neńı vždy zcela účelné a rámci nebeské mechaniky se obvykle přistupuje
k použ́ıváńı jiných jednotek. Na valném shromážděńı Mezinárodńı astronomické unie bylo v roce 1976
v Grenoblu ve Francii vydáno doporučeńı [40], jaké jednotky je nejvhodněǰśı použ́ıvat a v roce 2009
na daľśım shromážděńı, tentokrát v Rio de Janeiru v Braźılii, bylo rozhodnuto o zpřesněńı konstant [41]
v rámci snahy použ́ıvat co nejpřesněǰśı údaje. Systém takto přijatých jednotek má ale daleko starš́ı p̊uvod,
který sahá až k Gaussovi a jednotkám, které použ́ıval při výpočtech on [43].

3.7.1 Jednotky dle IAU
Přejdeme tedy k jednotkám, jejichž základem je Gaussova gravitačńı konstanta2

k = 0,017 202 098 95 AU 3
2 den .

Konstanta se použ́ıvá v rovnićıch mı́sto heliocentrické gravitačńı konstanty GMS a plat́ı pro ni
k2 = GMS .

Jednotka času je 1 den (86 400 s), jednotka délky je astronomická jednotka
1 AU = 1,495 978 707 00 (3) · 1011 m

a hmotnosti hmotnost Slunce MS. Lépe než samotnou hmotnost Slunce dokážeme, v současné době,
z měřeńı určit heliocentrickou gravitačńı konstantu, z toho d̊uvodu je právě ona zařazena do seznamu
konstant doporučených k použ́ıváńı, kdežto hmotnost Slunce neńı3

GMS = 1,327 124 4 · 1020 m3 s−2 .

2přesně, jej́ı hodnota je definována, i když historicky pocháźı z měřeńı
3Heliocentrická konstanta je zde udána pro jednoduchost pouze na 8 platných cifer, aby nemusely být diskutovány r̊uzné

definice čas̊u. Na daľśıch cifrách jsou odlǐsnosti vyplývaj́ıćı právě z r̊uzně definovaných plynut́ı času. Pro danou definici času
ovšem můžeme mı́t hodnotu přesnou na celkem 11 platných cifer a chyba určeńı se bude vyskytovat až na dvanácté platné
cif̌re. Tento rozd́ıl vyplývá už z relativistických efekt̊u, které v této práci uvažovány nejsou. Stejně tak je zde určitý rozpor
v přesnosti k a GMS, ale ten plyne z toho, že i když je k definováno přesně, tak při převodu použ́ıváme počet dńı v roce,
což je veličina, kterou neznáme neomezeně přesně.
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Gravitačńı konstanta je pak fundamentálńı konstantou, která je určená asi nejméně přesně, a to dle IAU
2009 [40]

G = 6,674 28 (67) · 10−11 kg−1 m3 s−2 . (3.7)
Gravitačńı konstanta je ovšem zaj́ımavá i z toho hlediska, že již několikrát bylo oznámeno přesněǰśı
měřeńı, ale ukázalo se, že neńı tak přesné, jak se očekávalo. Také se udávaná hodnota v pr̊uběhu času
měńı. Dle IAU v roce 1976 při zavedeńı systému měla hodnotu

G = 6,672 · 10−11 kg−1 m3 s−2 ,

kdežto podle tabulek Particle Data Group [44] má, podle údaje citovaného z roku 2010, hodnotu

G = 6,673 8 (8) · 10−11 kg−1 m3 s−2 .

V rámci této práce bude nadále použ́ıvána pouze hodnota (3.7) z IAU 2009. Hmotnost Slunce vypočtená
z tabelovaných konstant je pak

MS = GMS

G
= 1,988 4 (2) · 1030 kg .

3.7.2 Jednotky v omezeném problému tř́ı těles
V tomto konkrétńım př́ıpadě se použ́ıvaj́ı obvykle jednotky, v nichž se polož́ı

D = 1 , mA +mB = 1 ,
n = 1 , G = 1 .

Posledńı z rovnost́ı již plyne ze třech předchoźıch. Jediným parametrem úlohy z hlediska primárńıch
těles pak z̊ustává µ̄. Taktéž se vynechává konstanta m, hmotnost třet́ıho tělesa, protože zkoumáme jeho
dynamiku a ve všech pohybových rovnićıch se zkrát́ı, proto ji také dále nebudeme zapisovat. T́ım se nám
zjednodušuje zápis lagrangianu (3.4) i rovnic z něj vyplývaj́ıćıch (3.5), a to včetně derivaćı potenciálńı
energie (3.6)

L = 1
2
(
ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 + ξ2 + η2 − 2ηξ̇ + 2ξη̇

)
+
 1− µ̄√

(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2
+ µ̄√

(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2

 , (3.8)

ξ̈ = ξ + 2η̇ − ∂V

∂ξ
,

η̈ = η − 2ξ̇ − ∂V

∂η
, (3.9)

ζ̈ = −∂V
∂ζ

.

∂V

∂ξ
= (1− µ̄) (ξ − µ̄)(

(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2
)3/2 + µ̄ (ξ + 1− µ̄)(

(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2
)3/2 ,

∂V

∂η
= (1− µ̄) η(

(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2
)3/2 + µ̄η(

(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2
)3/2 , (3.10)

∂V

∂ζ
= (1− µ̄) ζ(

(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2
)3/2 + µ̄ζ(

(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2
)3/2 .
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Zaved’me si pro pozděǰśı potřebu efektivńı potenciál, který v tomto tvaru bývá nazýván Hill̊uv potenciál,

Ω = 1
2
(
ξ2 + η2

)
− V (ξ, η, ζ) , (3.11)

se kterým maj́ı rovnice (3.9) tvar

ξ̈ = 2η̇ + ∂Ω
∂ξ

,

η̈ = −2ξ̇ + ∂Ω
∂η

, (3.12)

ζ̈ = ∂Ω
∂ζ

.

3.8 Kolineárńı Lagrangeovy body (VŠ)

Zadáńı
Nalezněte v omezeném kruhovém problému tř́ı těles polohy kolineárńıch (lež́ıćıch na ose ξ) Lagrangeových
bod̊u L1, L2 a L3. Lagrangeovy body či libračńı centra jsou stacionárńı body.

Řešeńı
Hledáme řešeńı rovnic (3.12) s podmı́nkami

η = 0 , ζ = 0 ,

které zaruč́ı, že hledaná řešeńı budou na ose ξ a

ξ̇ = 0 , ξ̈ = 0 , η̇ = 0 , η̈ = 0 , ζ̇ = 0 , ζ̈ = 0 , (3.13)

které nám zase zaruč́ı, že naše řešeńı bude stacionárńı. T́ım pádem nám stač́ı naj́ıt takové body, že

∂Ω
∂ξ

= 0 , ∂Ω
∂η

= 0 , ∂Ω
∂ζ

= 0 . (3.14)

Druhá a třet́ı rovnice nám nedaj́ı žádnou novou informaci (vyjde 0 = 0). Z prvńı rovnice dostáváme

ξ − (1− µ̄) (ξ − µ̄)(√
(ξ − µ̄)2

)3 −
µ̄ (ξ + 1− µ̄)(√
(ξ + 1− µ̄)2

)3 = 0 .

Tato rovnice se nám rozpadá na tři daľśı rovnice, podle intervalu, ve kterém bereme hodnotu vzdálenost́ı
od primár̊u

ξ − 1− µ̄
(ξ − µ̄)2 −

µ̄

(ξ + 1− µ̄)2 = 0 , µ̄ < ξ ,

ξ + 1− µ̄
(ξ − µ̄)2 −

µ̄

(ξ + 1− µ̄)2 = 0 , −1 + µ̄ < ξ < µ̄ ,

ξ + 1− µ̄
(ξ − µ̄)2 + µ̄

(ξ + 1− µ̄)2 = 0 , ξ < −1 + µ̄ .
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T́ım dostáváme tři polynomiálńı rovnice pátého stupně
ξ (ξ − µ̄)2 (ξ + 1− µ̄)2 − (1− µ̄) (ξ + 1− µ̄)2 − µ̄ (ξ − µ̄)2 = 0 ,

pro µ̄ < ξ ,

ξ (ξ − µ̄)2 (ξ + 1− µ̄)2 + (1− µ̄) (ξ + 1− µ̄)2 − µ̄ (ξ − µ̄)2 = 0 ,
pro − 1 + µ̄ < ξ < µ̄ ,

ξ (ξ − µ̄)2 (ξ + 1− µ̄)2 + (1− µ̄) (ξ + 1− µ̄)2 + µ̄ (ξ − µ̄)2 = 0 ,
pro ξ < −1 + µ̄ .

Na řešeńı rovnic pátého a vyšš́ıho stupně ovšem nemáme obecné postupy. Vzhledem k tomu, že základńı
věta algebry ř́ıká, že každý polynom má v C alespoň jeden kořen a že naše polynomy maj́ı reálné koeficien-
ty, tak můžeme ř́ıci, že alespoň jeden reálný kořen má každý z polynomů. Pokud totiž rovnice s koeficienty
v R má kořen ξ1 v C, pak má i druhý kořen, který je k prvńımu kořenu komplexně sdružený ξ2 = ξ̄1.
Vzhledem k tomu, že se komplexńı kořeny vyskytuj́ı právě po dvojićıch a že pomoćı děleńı polynomů
zjist́ıme, že polynom k-tého stupně má právě k kořen̊u, minimálně jeden kořen muśı být reálný. Rovnice
tedy můžeme řešit přibližnými metodami, např́ıklad v programu Wolfram Mathematica pomoćı funkce
FindRoot, která je př́ımo určená na hledáńı kořen̊u. V rámci této bakalářské práce byl za t́ımto účelem
připraven soubor lagrangeovy-body.nb, který slouž́ı k přibližnému výpočtu poloh Lagrangeových bod̊u
L1, L2 a L3 a také graficky znázorňuje polohy Lagrangeových bod̊u v soustavě v závislosti na parametru
µ̄. Rovnice maj́ı vždy pouze jeden reálný kořen v oblasti, ve které jsou definované a v rámci výpočtu se
programu ”pomáhá“ v rychlém nalezeńı kořenu nastaveńım jeho přibližné hodnoty.

Výsledek
Sestavili jsme rovnice pátého stupně udávaj́ıćı polohu Lagrangeových bod̊u. Řešeńı těchto rovnic v závislosti
na µ̄ bylo realizováno pomoćı jednoduchého apletu v programu Wolfram Mathematica.

3.9 Nekolineárńı Lagrangeovy body (VŠ)

Zadáńı
Nalezněte všechny daľśı stacionárńı body, které nelež́ı na ose ξ.

Řešeńı
Aby neležely daľśı možné Lagrangeovy body na ose ξ, pak muśı platit η 6= 0 nebo ζ 6= 0. Uváž́ıme-li opět
rovnice (3.12) a podmı́nky (3.13) stacionárńıch bod̊u, pak opět dostáváme vztahy (3.14). Z posledńı z
těchto podmı́nek zjǐst’ujeme

0 =

 (1− µ̄)(
(ξ − µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2 + µ̄(
(ξ + 1− µ̄)2 + η2 + ζ2

)3/2

 ζ ,
kde člen v závorce bude vždy kladný (oba členy maj́ı v čitateli kladnou hodnotu a ve jmenovateli maj́ı
kladnou vzdálenost ve třet́ı mocnině). Rovnost může být tedy splněna pouze pro ζ = 0. T́ımto jsme
zjistili, že jakýkoliv daľśı stacionárńı bod muśı ležet pouze v rovině oběhu. Dále tedy uvažujeme η 6= 0
a ζ = 0. Prvńı a druhá podmı́nka (3.14) při označeńı %2

A = (ξ − µ̄)2 + η2 a %2
B = (ξ + 1− µ̄)2 + η2 dává

0 = ξ − (1− µ̄) (ξ − µ̄)
%3

A
− µ̄ (ξ + 1− µ̄)

%3
B

,

0 = η − (1− µ̄) η
%3

A
− µ̄η

%3
B
,
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což můžeme upravit na

0 = ξ

(
1− 1− µ̄

%3
A
− µ̄

%3
B

)
+ (1− µ̄) µ̄

(
1
%3

A
− 1
%3

B

)
,

0 = η

(
1− 1− µ̄

%3
A
− µ̄

%3
B

)
,

kde z druhé rovnice (v́ıme, že η 6= 0) můžeme dosadit do prvńı a dostáváme

%3
A = %3

B ,

což znamená, že vzdálenost od obou primár̊u v rovině oběhu muśı být stejná, tedy hledané body by
musely ležet na př́ımce ξ = µ̄− 1/2. Dosad’me ještě do rovnice pro η

1− 1− µ̄
%3

A
− µ̄

%3
A
⇒ %3

A = 1 ,

z čehož plyne, že stacionárńı body se muśı nacházet přesně ve vzdálenosti 1 od obou těles, tedy ve
vrcholech rovnostranného trojúhelńıka.

Výsledek
Nalezli jsme zbývaj́ıćı Lagrangeovy body L4 a L5 a potvrdili domněnku z prvńıho př́ıkladu této kapi-
toly, že se nacházej́ı ve vrcholech rovnostranného trojúhelńıka, jehož zbývaj́ıćı dva vrcholy tvoř́ı primár
a sekundár. Analyticky jsme prozkoumali celý tř́ırozměrný prostor a můžeme tedy prohlásit, že v ome-
zeném kruhovém problému tř́ı těles je právě 5 stacionárńıch bod̊u.
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4. Jacobiho potenciál a Hillovy plochy
Motivaćı této kapitoly je hledáńı určitých restrikćı, v rámci kterých je třet́ı těleso nuceno se pohybo-
vat v rámci omezeného kruhového problému tř́ı těles. Toto omezeńı nám poskytne Jacobiho integrál1
a následně ho budeme moci reprezentovat Hillovými plochami2.

4.1 Jacobiho integrál (VŠ)

Zadáńı
Vynásobte jednotlivé rovnice (3.12) po řadě členy ξ̇, η̇ a ζ̇, rovnice sečtěte a nalezněte tak Jacobiho
integrál.

Řešeńı
Provedeme úpravy navržené v zadáńı

ξ̇ξ̈ = 2ξ̇η̇ + ξ̇
∂Ω
∂ξ

,

η̇η̈ = −2ξ̇η̇ + η̇
∂Ω
∂η

,

ζ̇ζ̈ = ζ̇
∂Ω
∂ζ

,

ξ̇ξ̈ + η̇η̈ + ζ̇ ζ̈ = ∂Ω
∂ξ

∂ξ

∂t
+ ∂Ω
∂η

∂η

∂t
+ ∂Ω
∂ζ

∂ζ

∂t
.

Na levé straně máme derivaci podle času a na pravé máme totálńı diferenciál. Rovnici tedy můžeme
upravit na tvar

d
dt
(
ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2

)
= 2dΩ

dt .

Rovnici můžeme zintegrovat podle času. V tomto kroku přidáme konstantu, kterou budeme značit C

ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 + C = 2Ω ⇒ C = 2Ω (ξ, η, ζ)− υ2 . (4.1)

C je právě hledaným Jacobiho integrálem. Označili jsme

υ2 = ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 ,

což je proměnná maj́ıćı význam velikosti rychlosti satelitu.
1 * 10. prosince 1804 v Postdamu, * 18. února 1851 v Berĺıně

Carl Gustav Jacob Jacobi byl jedńım z největš́ıch matematik̊u své generace. Věnoval se teorii č́ısel, funkćı, lineárńı algebře,
diferenciálńım rovnićım i aplikované analytické mechanice. Sepsal d́ılo věnuj́ıćı se eliptickým funkćım. Funkcionálńı determi-
nant dnes po něm nese jeho jméno. Nazývá se Jacobiho determinant či jakobián. S jeho významným přispěńım pak vznikla
dnešńı Hamilton-Jacobiho teorie použ́ıvaná v teoretické mechanice. Byl objevitelem Jacobiho integrálu [47].

2 * 3. března 1838 v New Yorku, * 16. dubna 1914 ve West Nyack (stát New York)
George William Hill byl americký astronom a matematik. Ve svoj́ı práci se soustředil zejména na problém tř́ı těles, později
i na problém čtyř těles. Věnoval se přesným výpočt̊um oběžné dráhy Měśıce kolem Země a planet kolem Slunce. Definoval
Hillovu sféru na základě práce Édouarda Rocheho. Jedná se o sféru, ve které muśı ležet např́ıklad orbita měśıce ob́ıhaj́ıćıho
svou planetu, aby neopustil jej́ı ”sféru vlivu“ a nepřeletěl např́ıklad ke Slunci. Tělesa nalézaj́ıćı v této sféře pak mohou být
popisována tak, že primárně ob́ıhaj́ı svou planetu a až v daľśım přibĺıžeńı pozorujeme poruchy, perturbace dráhy. Často
bývá nazývána Rocheovou sférou [48].
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Výsledek
Źıskali jsme hledaný Jacobiho integrál. Ten můžeme využ́ıt t́ım zp̊usobem, že si vztah opět uprav́ıme

υ2 = 2Ω− C ≥ 0 ⇒ Ω ≥ C

2 .

Vı́me, že rychlost muśı být nezáporná, stejně jako jej́ı druhá mocnina. Z toho dostáváme informaci,
že zobecněný potenciál muśı nabývat vždy vyšš́ı hodnoty než C/2. Hodnotu C můžeme źıskat tak, že ji
vypočteme z počátečńıch podmı́nek úlohy. Pak, v určitých př́ıpadech (když je C dostatečně velké), źıskáme
netriviálńı řešeńı oblasti, do které nesmı́ nikdy satelit vstoupit. V programu Wolfram Mathematica byl
vytvořen soubor s vyznačenými oblastmi, do kterých se těleso nemůže nikdy dostat (název jakobiho-
integral.nb), ukázka na obr. č. 4.1.

Obrázek 4.1: Ukázka zakázaných oblast́ı pro tělesa maj́ıćıch r̊uzné hodnoty Jacobiho integrálu v soustavě
s µ̄ = 1

3 , vytvořeno v programu Wolfram Mathematica

V jednotlivých část́ı obrázku, který je pro µ̄ = 1
3 , si můžeme povšimnout, bereme-li je odzadu, že např.

pro hodnotu C = 5 existuj́ı v soustavě tři oddělené oblasti, ve kterých se může satelit vyskytovat. Jsou to
dvě oblasti pobĺıž dvou centrálńıch těles, třet́ı oblast je v dostatečné vzdálenosti od počátku. Mezi těmito
oblastmi se pak satelit (v omezeném kruhovém problému tř́ı těles) nemůže nikdy přemı́stit. V daľśım
př́ıpadě s C = 3, 88 již může nastat přemı́stěńı satelitu z oběžné dráhy jednoho tělesa na oběžnou dráhu
druhého tělesa, např́ıklad by to znamenalo, že by mohl satelit přeletovat mezi Zemı́ a Měśıcem (pro jiné
µ̄ by vypadal obrázek obdobně). Satelit může přecházet ale pouze v bĺızkosti bodu L1. Zat́ım, pokud byl
satelit p̊uvodně umı́stěn do bĺızkosti primár̊u, nemůže opustit soustavu, a to po libovolně dlouhou dobu.
Třet́ı zaj́ımavý př́ıpad je třeba při C = 3, 54, kdy se spojily již všechny tři oblasti, ale satelit může uletět
ze soustavy pouze přes hrdlo kolem bodu L2 za lehč́ım z primár̊u. V daľśıch se pak již otevře i oblast
kolem L3 a pro nižš́ı hodnoty než cca C = 2, 77 pak omezeńı pohybu dané Jacobiho integrálem neńı žádné.
Přesněǰśı hodnotu této hranice v závislosti na poměru hmotnost́ı primár̊u vypočteme v daľśım př́ıkladu.
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Jacobiho integrál je ovšem jediným integrálem pohybu satelitu, který můžeme źıskat v obecném př́ıpadě
omezeného kruhového problému tř́ı těles. Daľśı integrály obecně nenajdeme, ale existuj́ı speciálńı řešeńı,
která se nalézt daj́ı. Uvážeńı nenulové excentricity ve vzájemném oběhu primár̊u při snaze o zobecněńı
úlohy vede k tomu, že již nenajdeme v obecném př́ıpadě bez aproximace ani tento integrál.

4.2 Jacobiho integrál v L4 a L5 (SŠ)

Zadáńı
Určete hodnotu Jacobiho integrálu C v závislosti na µ̄ v bodech L4 a L5 pro těleso s nulovou rychlost́ı.
Tuto hodnotu znač́ıme C ·.

Řešeńı
Souřadnice bod̊u L4 a L5 jsou

(
µ̄− 1

2 ,±
√

3
2 , 0

)
a tedy pro hodnotu Jacobiho integrálu pro těleso s nulovou

rychlost́ı plat́ı

C · = 2Ω
(
µ̄− 1

2 ,±
√

3
2 , 0

)
=
(
µ̄− 1

2

)2
+
(
±
√

3
2

)2

− 21− µ̄
1 − 2 µ̄1 = 3− µ̄ (1− µ̄) .

Výsledek
Minimálńı hodnota C · v bodech L4 a L5 je pro µ̄ = 1/2 a to 2, 75. Nejvyšš́ı pak pro µ̄→ 0 a to 3. Pokud
je hodnota C ≤ C ·, pak nedostáváme žádné omezeńı na oblast, ve které se může satelit pohybovat, pro
hodnoty C > C · existuj́ı netriviálńı Hillovy plochy.

4.3 Hillovy plochy pro velké C (SŠ+)

Zadáńı
Hillovy plochy jsou ekvipotenciálńı plochy Hillova potenciálu. Alternativńı definice je, že Hillovy plochy
nulové rychlosti jsou plochy tvořené body se stejnými hodnotami Jacobiho integrálu pro nulovou rychlost
třet́ıho tělesa. V prostoru jsou to obecně dvourozměrné souvislé plochy, v řezech, kterými se budeme
zabývat nejv́ıce, jsou to spojité křivky. Určete přibližný tvar těchto křivek v rovině ζ = 0 pro velká C.

Řešeńı
Máme rovnici pro Jacobiho integrál (4.1), υ = 0 a jsme v rovině ζ = 0, t́ım dostáváme

C = 2Ω (ξ, η, 0) = ξ2 + η2 + 1− µ̄√
(ξ − µ̄)2 + η2

+ µ̄√
(ξ + 1− µ̄)2 + η2

.

Velkého C můžeme dosáhnout dvěma, resp. třemi zp̊usoby. Můžeme být daleko od počátku, pak hraj́ı
hlavńı roli členy ξ2 + η2. Z toho můžeme usuzovat, že jedńım řešeńım je kružnice ξ2 + η2 ≈ C. Daľśı
možnost́ı je zmenšovat jmenovatele jednoho ze zlomk̊u. Můžeme se bĺıžit bodu µ̄, resp. µ̄− 1. Pak plat́ı

C ≈ 1− µ̄√
(ξ − µ̄)2 + η2

⇒ (ξ − µ̄)2 + η2 ≈
(1− µ̄

C

)2
,
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respektive

C ≈ µ̄√
(ξ + 1− µ̄)2 + η2

⇒ (ξ + 1− µ̄)2 + η2 ≈
(
µ̄

C

)2
,

což jsou rovnice kružnic o středech µ̄, resp. µ̄− 1.

Výsledek
Zjistili jsme, že řezy Hillových ploch nulové rychlosti pro velké hodnoty Jacobiho integrálu v rovině ζ = 0
se bĺıž́ı kružnićım, z nichž je jedna velká se středem v počátku soustavy souřadné a druhé dvě jsou malé
se středy v mı́stech, kde jsou umı́stěny hmotné body.

4.4 Obecné Hillovy plochy
Zaj́ımavé ovšem nejsou pouze limity tvar̊u Hillových ploch nulové rychlosti v řezu pro velké hodnoty C, ale
také ostatńı Hillovy plochy. Nejv́ıc pak ty procházej́ıćı body L1, L2 a L3 (v př́ıpadě L4 a L5 Hillova plocha
degeneruje v rovině ζ = 0 na dvoubodovou množinu). Pro zobrazeńı tvaru Hillových ploch byl vytvořen
soubor hillovy-plochy.nb. Jeho součást́ı jsou dva modely Hillových ploch v binárńım systému. V obou lze
měnit parametr µ̄. Prvńı z nich ukazuje několik Hillových ploch, v řezu křivek oddělených plochami stejné
barvy. V tomto apletu lze měnit i v souřadnici ζ = konst. v intervalu 〈−1, 1〉. V druhém je pak znázorněno
pouze několik Hillových ploch a pouze v rovině ζ = 0, ale zato těch nejvýznačněǰśıch. Jedná se o Hillovy
plochy, které procházej́ı body L1, L2 a L3. Současně jsou zde i znázorněny polohy Lagrangeových bod̊u.
Hillova plocha procházej́ıćı body L4 a L5 je degenerovaná pouze na dva body (právě tyto Lagrangeovy
body) a t́ım pádem je zde znázorněna i tato. Hillovy plocha procházej́ıćı bodem L1 je hraničńı plochou,
kdy pro nižš́ı hodnoty C satelitu než má bod L1 může docházet k výměně satelitu mezi primáry. Prostor,
který Hillova plocha procházej́ıćı bodem L1 obeṕıná, se nazývá Rocheovy laloky.

4.5 Hillova sféra (SŠ)

Zadáńı
V tomto př́ıkladu budeme studovat stabilitu orbity satelitu ob́ıhaj́ıćıho kolem planety, která ob́ıhá kolem
Slunce. Předpokládejme, že můžeme zanedbat gravitačńı vlivy jiných těles a všechny negravitačńı vlivy.
Budeme se zaj́ımat o satelit, který ob́ıhá v rovině ξη. Odhadněte poloměr Hillovy sféry (či Rocheho sféry),
tj. oblasti kolem sekundárńıho tělesa, uvnitř které můžeme satelity považovat za satelity planety a ne
Slunce. V rámci ne zcela přesného odvozeńı, které ale dává řádově dobrý výsledek, hledejte mı́sto na ose ξ,
ve kterém je oběžná doba satelitu kolem planety stejná jako oběžná doba kolem Slunce. Správný výsledek,
který odvodil Hill, dostanete vynásobeńım svého výsledku konstantou 3

√
1
3 . Můžete předpokládat, že

hmotnost planety je značně menš́ı než Slunce.

Řešeńı
Oběžnou rychlost kolem hmotného bodu jsme poč́ıtali již v prvńım př́ıkladu, viz rovnice (2.1). Pokud
převedeme vzorec do bezrozměrných jednotek a naṕı̌seme rovnost pro rychlosti, dostáváme√

1− µ̄
%3

A
=
√
µ̄

%3
B
.

Uváž́ıme-li, že na spojnici Slunce-planeta plat́ı %A + %B = 1, přičemž nás zaj́ımá %B, pak dostáváme
1− µ̄

(1− %B)3 = µ̄

%3
B
⇒ %B

1− %B
= 3

√
µ̄

1− µ̄ ,
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%B =
3

√
µ̄

1− µ̄

1 + 3

√
µ̄

1− µ̄

≈ 3

√
µ̄

1− µ̄ .

V posledńım kroku jsme použili aproximaci, že µ̄/ (1− µ̄) << 1. Poloměr Hillovy sféry je

%Hill = 3

√
µ̄

3 (1− µ̄) . (4.2)

Výsledek
Určili jsme poloměr Hillovy sféry, tedy poloměr, ve kterém můžeme satelity považovat za trvalé satelity
planety.

4.6 Astronaut a lod’ (SŠ)

Zadáńı
Může se stát astronaut na oběžné dráze kolem Země satelitem svoj́ı mateřské lodi? Využijte výsledku
předchoźı úlohy a nalezněte potřebná data k úloze na internetu.

Řešeńı
Předchoźı vztah (4.2) byl odvozen pro bezrozměrné veličiny. Pokud přejdeme zpět k souřadnićım, které
maj́ı fyzikálńı rozměr, pak dostáváme poloměr Hillovy sféry

rHill = D 3

√
m

3 (MZ +m) ,

kde D je vzdálenost od těžǐstě Země k těžǐsti družice, m je hmotnost družice a MZ = 5,97 · 1024 kg
je hmotnost Země. Jako družici si můžeme vybrat např́ıklad Mezinárodńı vesmı́rnou stanici (ISS). Jej́ı
hmotnost je zhruba MISS = 4,2 · 105 kg a ob́ıhá Zemi ve výšce h = 350 km dle [49]. Poloměr Země je
RZ = 6378 km. Poloměr Hillovy sféry, ve které by Mezinárodńı vesmı́rná stanice mohla mı́t své satelity,
které by si mohla dlouhodobě udržet, je

rISS = (RZ + h) 3

√
MISS

3 (MZ +MISS) ≈ 2 m .

Výsledek
Poloměr Hillovy sféry je řádově pouze 2 m, což je velikost, kterou rozměry kosmické stanice významně
převyšuj́ı. Je tedy zcela evidentńı, že astronaut, alespoň se současnými ”lehkými“ vesmı́rnými stanicemi v
bĺızkosti Země, se nikdy nemůže stát oběžnićı této stanice a pokud se stanice pust́ı, tak bez jǐstěńı může
nenávratně od stanice uletět.
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5. Pohyb kolem bod̊u L4, L5
V této kapitole vyřeš́ıme teoretický problém lineárńı stability těles umı́stěných do bĺızkosti Lagrangeových
bod̊u L4 a L5, jehož konkrétńımu př́ıpadu v soustavě Slunce-Jupiter se budeme věnovat v daľśı kapitole.

5.1 Stabilita Lagrangeových bod̊u L4 a L5 (VŠ)

Zadáńı
Ověřte, že v omezeném kruhovém problému tř́ı těles jsou pro určité hodnoty µ̄ body L4 a L5 lineárně
stabilńı a že tak těleso umı́stěné v jejich bĺızkosti s dostatečně malou rychlost́ı v̊uči naš́ı korotuj́ıćı soustavě
se v okoĺı těchto bod̊u může udržet prakticky neomezeně dlouho.

Řešeńı
Již v́ıme, že v Lagrangeových bodech plat́ı

∂Ω
∂ξ

= ∂Ω
∂η

= ∂Ω
∂ζ

= 0 .

Totálńı diferenciál funkce f můžeme psát jako

df (ξ, η, ζ) = ∂f

∂ξ
dξ + ∂f

∂η
dη + ∂f

∂ζ
dζ .

Pro zkráceńı značeńı budeme derivace funkce f podle veličiny g značit ∂gf mı́sto ∂f
∂g

a druhou deri-
vaci obdobně ∂ggf . V okoĺı Lagrangeových bod̊u si tedy rozeṕı̌seme potenciál a provedeme linearizaci
dξ ≈ ξ̄ − ξ0, kde ξ0 je souřadnice Lagrangeova bodu a ξ̄ je proměnná určuj́ıćı vzdálenost od Lagrangeova
bodu, obdobně pro daľśı souřadnice

∂ξΩ ≈ ξ̄∂ξξΩ + η̄∂ηξΩ + ζ̄∂ζξΩ ,

∂ηΩ ≈ ξ̄∂ξηΩ + η̄∂ηηΩ + ζ̄∂ζηΩ ,

∂ζΩ ≈ ξ̄∂ξζΩ + η̄∂ηζΩ + ζ̄∂ζζΩ .

Zaved’me si vektor obsahuj́ıćı souřadnice ξ̄, η̄ a ζ̄ a jejich změny podle τ a přeṕı̌seme si s jeho pomoćı
rovnice (3.12) a vztahy d¯̧

dø = ˙̄ξ atd.

∂τ



ξ̄
η̄

ζ̄
˙̄ξ
˙̄η
˙̄ζ


=



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

∂ξξΩ ∂ξηΩ ∂ξζΩ 0 2 0
∂ηξΩ ∂ηηΩ ∂ηζΩ −2 0 0
∂ζξΩ ∂ζηΩ ∂ζζΩ 0 0 0





ξ̄
η̄

ζ̄
˙̄ξ
˙̄η
˙̄ζ


.

Aby byl nějaký Lagrange̊uv bod stabilńı, muśı mı́t všechna vlastńı č́ısla matice nekladnou reálnou část.
Pokud by měly záporné reálné části, pak bychom dokonce dostali řešeńı, ve kterém se v pr̊uběhu času
pohyb kolem Lagrangeova bodu jemu samotnému exponenciálně bĺıž́ı. Pokud budou reálné části nulové
a budou mı́t nenulovou komplexńı část, pak bude náš satelit v okoĺı Lagrangeova bodu oscilovat.
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Zapǐsme si prvńı derivace zobecněného potenciálu

∂ξΩ = ξ − 1− µ̄
%3

A
(ξ − µ̄)− µ̄

%3
B

(ξ + 1− µ̄) ,

∂ηΩ = η − 1− µ̄
%3

A
η − µ̄

%3
B
η , (5.1)

∂ζΩ = −1− µ̄
%3

A
ζ − µ̄

%3
B
ζ .

Označ́ıme li
Φ (ξ, η, ζ) = 1− µ̄

%3
A

+ µ̄

%3
B
,

pak můžeme rovnice (5.1) přepsat do tvaru

∂ξΩ = ξ (1− Φ (ξ, η, ζ)) + µ̄Φ (ξ, η, ζ)− µ̄

%3
B
,

∂ηΩ = η (1− Φ (ξ, η, ζ)) , (5.2)
∂ζΩ = −ζΦ (ξ, η, ζ) .

Nyńı budeme provádět druhé derivace. V našem př́ıpadě plat́ı záměnnost druhých derivaćı, takže potřebujeme
vypoč́ıtat 6 hodnot. Uvažujeme ζ = 0, protože nás zaj́ımaj́ı Lagrangeovy body lež́ıćı v rovině ξη.

∂ξξΩ = 1− Φ (ξ, η, ζ)− ξ∂ξΦ (ξ, η, ζ) + µ̄Φ (ξ, η, ζ) + 3 µ̄
%5

B
(ξ + 1− µ̄) ,

∂ξηΩ = ∂ηξΩ = −η∂ξΦ (ξ, η, ζ) ,
∂ξζΩ = ∂ζξΩ = −ζ∂ξΦ (ξ, η, ζ) = 0 ,

∂ηηΩ = 1− Φ (ξ, η, ζ)− η∂ηΦ (ξ, η, ζ) ,
∂ζηΩ = ∂ηζΩ = −ζ∂ηΦ (ξ, η, ζ) = 0 ,

∂ζζΩ = −Φ (ξ, η, ζ)− ζ∂ζΦ (ξ, η, ζ) = −Φ (ξ, η, ζ) ,

∂ξΦ (ξ, η, ζ) = −3
(

1− µ̄
%5

A
(ξ − µ̄) + µ̄

%5
B

(ξ + 1− µ̄)
)
,

∂ηΦ (ξ, η, ζ) = −3η
(

1− µ̄
%5

A
+ µ̄

%5
B

)
.

Zat́ım jsme postupovali obecně pro jakýkoliv Lagrange̊uv bod, ale nyńı přejdeme k vyjádřeńı hodnot
derivaćı př́ımo pro body L4 a L5, tedy ξ = µ̄− 1

2 a η = ±
√

3
2 ,

∂ξξΩ|L4,L5
= 3

4 ,

∂ξηΩ|L4,L5
= ∂ηξΩ|L4,L5

= ∓3
√

3
4 (1− 2µ̄) ,

∂ηηΩ|L4,L5
= 9

4 ,

∂ζζΩ|L4,L5
= −1 .

Nyńı můžeme zaplnit matici konkrétńımi č́ısly

A|L4,L5
=



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
3
4 ∓3

√
3

4 (1− 2µ̄) 0 0 2 0
∓3
√

3
4 (1− 2µ̄) 9

4 0 −2 0 0
0 0 −1 0 0 0


.
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Jak si můžeme všimnout, můžeme ze soustavy źıskat neprovázanou rovnici pro proměnnou ζ̄

¨̄ζ + ζ̄ = 0 ,

tato soustava má vlastńı č́ısla λ1,2 = ±i. Maticovou rovnici můžeme zjednodušit

∂τ


ξ̄
η̄
˙̄ξ
˙̄η

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
3
4 ∓3

√
3

4 (1− 2µ̄) 0 2
∓3
√

3
4 (1− 2µ̄) 9

4 −2 0



ξ̄
η̄
˙̄ξ
˙̄η

 .

Pokud od matice odečteme λE, kde E je jednotková matice, a vypočteme z této nové matice determinant,
pak dostáváme charakteristický polynom

λ4 + λ2 + 27
4 µ̄ (1− µ̄) = 0 .

Jedná se o bikvadratickou rovnici. Vypočtěme si determinant charakteristické rovnice pro Λ = λ2

DΛ = 1− 27µ̄ (1− µ̄) .

Determinant je kladný pro µ̄ ∈ 〈0, µ̄?), kde znač́ıme

µ̄? = 1
2

1−
√

23
27

 ≈ 0, 0385 .

Když je determinant kladný, pak řešeńı Λ budou záporná a jejich odmocniny λ ryze komplexńı č́ısla. To
je přesně podmı́nka stability, kterou jsme hledali. Pokud by byl determinant DΛ záporný, pak dostaneme
nějaké komplexńı č́ıslo, jehož jedna z jeho odmocnin bude mı́t vždy kladnou část a řešeńı pak bude
nestabilńı.

Výsledek
Zjistili jsme, že Lagrangeovy body L4 a L5 jsou, dle teorie lineárńı stability, stabilńı pro poměr hmotnost́ı
primárńıho a sekundárńıho tělesa menš́ı než µ̄?. Toto splňuje každá ze soustav Slunce-planeta, Země-
Měśıc, ale např́ıklad u dvojhvězd tato podmı́nka nebude splněna téměř nikdy.
Pokud bychom provedli stejný postup i pro Lagrangeovy body L1, L2 a L3, pak bychom zjistili, že tyto
body nejsou stabilńı pro žádné µ̄.
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6. Planetky skupiny Trojané
Tato kapitola př́ımo navazuje na předchoźı, která se věnovala stabilitě oběžných drah v okoĺı Lagran-
geových bod̊u L4 a L5. Již v́ıme, že pohyb satelitu v okoĺı bodu L4 či L5 by měl být lineárně stabilńı.
V této kapitole srovnáme některé možné základńı trajektorie, které mohou nastávat v omezeném kru-
hovém problému tř́ı těles. Pro tento účel byly vytvořeny soubory pohyby-I.nb a pohyby-II.nb. V obou jsou
předpoč́ıtané některé trajektorie s relativně vysokou přesnost́ı, která ovšem výpočet tvoř́ı nedostatečně
rychlém pro plynulé změny v nastaveńı, proto nejsou změny parametr̊u možné př́ımo v samotné simulaci,
ale tu lze vytvořit novou, pokud se změńı parametry př́ımo ve Wolfram Mathematice a provede se nový
výpočet. Zobrazeńı je jak ve 2D, tak v 3D a v 3D zobrazeńı lze měnit natáčeńım soustavy souřadné úhel
pohledu na dráhu. V prvńım souboru jsou trajektorie právě pro poměr hmotnost́ı odpov́ıdaj́ıćı hmot-
nostem Slunce a Jupiteru. V druhém jsou pak pro parametr µ̄ = 1/2. Můžeme tedy rovnou srovnávat
soustavy typu hvězda-planeta a planeta-měśıc s binárńımi hvězdnými systémy. Pokud budeme mluvit o
rychlosti, máme na mysli rychlost v̊uči korotuj́ıćımu systému, ve kterém je simulace připravena.

V prvńım př́ıpadě je těleso umı́stěno dokonale přesně umı́stěno do Lagrangeova bodu L5 s nulovou
počátečńı rychlost́ı. V obou simulaćıch pak vid́ıme, že těleso v daném mı́stě setrvává. Stejného výsledku
bychom dosáhli i u Lagrangeových bod̊u L1, L2, L3 a L4, pokud bychom nenarazili na nepřesnost vy
výpočetńım systému, kde by se za nějaký čas projevila drobná výchylka od Lagrangeova bodu.

Ve skutečném systému se ovšem nepodař́ı umı́stit těleso do Lagrangeova bodu přesně a primáry se
ob́ıhaj́ı s nenulovou excentricitou. Také je nepravděpodobné umı́stit nějaké těleso s dokonale nulovou
rychlost́ı v̊uči korotuj́ıćı soustavě. Přesně tyto situace nám ukazuj́ı daľśı dva př́ıpady. Druhý př́ıpad
je umı́stěńı přesně do Lagrangeova bodu s nenulovou rychlost́ı a třet́ı př́ıpad je umı́stěńı do bĺızkosti
Lagrangeova bodu s nenulovou rychlost́ı. To pro soustavu Slunce-Jupiter odpov́ıdá přesně Trojan̊um,
což je skupina planetek ob́ıhaj́ıćı zhruba 60◦ za Jupiterem. V oblasti kolem 60◦ před Jupiterem se pak
planetkám často ř́ıká Řekové. To je alespoň p̊uvodńı označeńı, které se použ́ıvalo p̊uvodně. Opravdu
velká část planetek má názvy podle řeckých a trojských hrdin̊u. Dnes se pojem Trojan použ́ıvá i v širš́ım
měř́ıtku a to i v jiných soustavách, kde se taková tělesa vyskytuj́ı a to jak pro část planetek ob́ıhaj́ıćı
za planetou/měśıcem, tak před ńı. Např́ıklad několik objevených Trojan̊u má i Mars a Neptun. U Země
je objevené již také jedno těleso v bodu L4 - 2010 TK7. U Saturnových měśıc̊u se dokonce vyskytuj́ı
trojanské měśıce (Tethys má trojanské měśıce Telesto a Calypso, Dione Helene a Polydeucenes). Nejv́ıce
známých Trojan̊u má ale právě Jupiter. Dráhy těchto satelit̊u jsou právě podobné druhému a třet́ımu
př́ıpadu, které jsou na obr. č. 6.1. Tento tvar dráhy se označuje jako ”tadpole“, čili pulec. Z obrázk̊u je
vidět, že ačkoli Jacobiho integrál dovoluje těles̊um pohyb prakticky v celém prostoru, tak se pohybuj́ı
v okoĺı stabilńıho bodu L5. Takovéto trajektorie u Lagrangeových bod̊u L1, L2 a L3 pozorovat nemůžeme.
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Obrázek 6.1: Př́ıklady drah, které mohou vykonávat Trojané, tvary dráhy ”tadpole“

V př́ıpadě dvojhvězdné soustavy, kde je poměr hmotnost́ı složek µ̄ př́ılǐs velký, můžeme pozorovat
nestabilitu systému pro třet́ı složku viz obr. č. 6.2. Vid́ıme př́ıklady drah, které nabere těleso s počátečńımi
podmı́nkami, kde u prvńı simulace byla nenulová malá rychlost a u druhé byla nenulová malá výchylka z
Lagrangeova bodu. V obou př́ıpadech to vedlo k úniku satelitu z Lagrangeova bodu. Jedná se o chaotický
systém a libovolně bĺızké počátečńı podmı́nky vedou po deľśı době k diametrálně odlǐsným řešeńım.

Obrázek 6.2: Ukázka nestability Lagrangeových bod̊u L4 a L5 u dvojhvězdného systému s poměrem
hmostnost́ı µ̄ > µ̄?

Některé planetky kolem Jupitera mohou ob́ıhat i po dráze ”horseshoe“ (v překladu podkova), viz obr.
6.3, což je vlastně spojeńı dvou protažených drah tadpole do jedné dráhy.
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Obrázek 6.3: Př́ıklady dráhy ”horseshoe“, po které se mohou pohybovat planetky

Posledńı simulace v př́ıpadě soustavy Slunce-Jupiter, viz obr. č. 6.4, ukazuje př́ıklad myšlené oběžnice
Slunce s vysokou excentricitou, která je vlivem Jupiteru jenom rušená, ale dominantńı vliv má na ni
právě Slunce. Existuj́ı rodiny planetek, které se chovaj́ı podobně. Rodina asteroid̊u Hilda je tvořená
právě družicemi, které jsou v orbitálńı rezonanci 3:2 s Jupiterem. Jejich afélia jsou v opozici k Jupiteru
a 60◦ před a za Jupiterem.

Obrázek 6.4: Myšlená oběžnice Slunce

Zbývaj́ıćı simulace v druhém souboru ukazuj́ı částice, které jsou ve sférách vlivu jednoho, druhého
a obou hvězd.
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7. Záchyt komety Jupiterem
Ve Slunečńı soustavě se vyskytuje velké množstv́ı komet, které ob́ıhaj́ı Slunce. Při jejich oběhu se může
stát, že dojde k bĺızkému pr̊uletu kolem velké planety, nejčastěji Jupitera, která změńı elementy jej́ı dráhy.
Motivaćı této kapitoly je nalézt vztah mezi elementy dráhy komety před a po přibĺıžeńı k Jupiteru. Mnoho
komet je často znovuobjeveno, ale kv̊uli přibĺıžeńı k nějaké planetě mohou být jejich trajektorie, obvykle
elipsy s vysokou excentricitou a s hlavńım ohniskem v Slunci, značně změněny. Kritérium schopné určit,
jestli je nově objevená kometa opravdu nově objevená, nebo znovuobjevená na jiné dráze, je značným
usnadněńım tř́ıděńı komet.

7.1 Tisserandovo kritérium (VŠ)

Zadáńı
Najděte přibližný vztah mezi elementy dráhy komety před a po přibĺıžeńı Jupiteru, tzv. Tisserandovo1

kritérium. V pr̊uběhu pohybu komety neuvažujte jiné gravitačńı vlivy než Slunce a Jupiteru.

Řešeńı
Budeme zkoumat soustavu, kde kometa zanedbatelné hmotnosti ob́ıhá Slunce a dojde k jej́ımu přibĺıžeńı
k Jupiteru. Poměr hmotnost́ı Jupitera a Slunce je MJ

MS
≈ 10−3 a tedy µ̄→ 0. Vyjdeme z integrálu živé śıly

(2.17), který si přeṕı̌seme v bezrozměrné formě pro naši aproximaci

ξ̇2 + η̇2 + ζ̇2 = 2
r
− 1
a
.

Z této rovnice a z druhého Keplerova zákona (2.14) a (2.15) pak můžeme dosadit do Jacobiho integrálu
(4.1), který se v omezeném kruhovém problému tř́ı těles zachovává. S indexy a znač́ıme situaci před
přibĺıžeńım Jupiteru a s indexy b po přibĺıžeńı

C1 = C2 = C = 2
(

1− µ̄
%A

+ µ̄

%B

)
+ 2

(
ξη̇ − ηξ̇

)
− υ2 ,

2 1
%Aa

+ 2La cos ia −
(2
r
− 1
aa

)
= 1
aa

+ 2
√
aa (1− e2

a) cos ia ,

1
aa

+ 2
√
aa (1− e2

a) cos ia = 1
ab

+ 2
√
ab (1− e2

b) cos ib ,

kde r je vzdálenost od těžǐstě, pro kterou v našem přibĺıžeńı plat́ı r ≈ %Aa ≈ %Ab.

Výsledek
Nalezli jsme (přibližný) invariant, podle kterého můžeme tř́ıdit komety. V př́ıpadě Jupitera se znač́ı TJ,
stejné kritérium pro bĺızké přibĺıžeńı Neptunu se znač́ı TN a u daľśıch planet obdobně. Tento invariant se
obvykle přepisuje ve tvaru

TJ = aJ

a
+ 2

√
a

aJ
(1− e2) cos i ,

1 * 13. ledna 1845 v Nuits-Saint-Georges, Côte-d’Or (Francie), * 20. ř́ıjna 1896 v Pař́ıži
François Félix Tisserand byl francouzským astronomem. Ve své doktorské práci se věnoval Delaunayově metodě, kterou
rozš́ı̌ril a ukázal, že měla ještě větš́ı význam, než se očekávalo. Roku 1883 se stal, po Pierru Henri Puisexovi, profesorem
nebeské mechaniky na Sorbonně. Jeho nejd̊uležitěǰśı publikaćı byla Traité de mécanique céleste, ve které zkompiloval ve
čtyřech svazćıch všechny dosavadńı poznatky o nebeské mechanice [50].

46 / 60
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kde aJ je velká poloosa Jupiteru. Toto se provád́ı, aby TJ bylo jednoznačně určené bezrozměrné č́ıslo.
Dá se ukázat, že kometa, která pocháźı z Kuiperova pásu, ale jej́ı perihelium se nacháźı v bĺızkosti
Neptunu, může při zachováńı Tisserandova parametru změnit svoje elementy tak, že jej́ı perihelium bude
v bĺızkosti Uranu. Dále pak může v bĺızkosti Uranu změnit své orbitálńı elementy tak, že jej́ı př́ısluńı bude
u Saturnu. U Saturnu se situace zopakuje a kometa se dostane až k Jupiteru. U něj pak opět může změnit
své orbitálńı elementy. Nejsṕı̌se většina komet Jupiterovy rodiny se stala jednou z této tř́ıdy přesně t́ımto
zmı́něným mechanismem [52].
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KAPITOLA 8. SLAPOVÉ SÍLY A ROCHEOVA MEZ

8. Slapové śıly a Rocheova mez
Slapové śıly jsou kĺıčové ve vývoji rychlosti rotace těles ve v́ıcenásobných systémech. Zejména u těsných
binárńıch systémů docháźı kv̊uli slap̊um k prodlužováńı doby rotace a ve výsledku k vázané rotaci složek.
Přitom se samozřejmě muśı zachovávat moment hybnosti a proto docháźı ke vzdalováńı jednotlivých
složek v pr̊uběhu tohoto procesu. Př́ıklady takových systémů najdeme i př́ımo ve Slunečńı soustavě.
Pluto a Charon jsou př́ıkladem takové soustavy, kde již měśıc Charon dosáhl vázané rotace. Stejně tak v
soustavě Země-Měśıc má Měśıc vázanou rotaci a právě proto vid́ıme neustále jenom jeho jednu stranu1.
Problematikou slapových sil v binárńıch systémech se zabýval např́ıklad Roche2 a Kopal ve své monografii
o Rocheově problému [3].

8.1 Slapy (SŠ+)

Zadáńı
Vypočtěte, jakou silou na jednotkovou hmotnost p̊usob́ı slapy na hmotu v tělese ob́ıhaj́ıćı hmotný střed
o hmotnosti M ve vzdálenosti D od těžǐstě tělesa. Předpokládejte, že rozměry tělesa jsou daleko menš́ı
než jeho vzdálenost od hmotného středu.

Řešeńı
Situaci máme znázorněnou na obrázku č. 8.1. Pro śıly, kterými p̊usob́ı hmotný střed na jednotlivé části
námi studovaného tělesa, zřejmě plat́ı FB < FC < FA. Zjevně zde gravitačńı śıla p̊usob́ı jako dostředivá
śıla směřuj́ıćı př́ımo do hmotného středu. Zapǐsme si velikosti jednotlivých sil na jednotku hmotnosti

FC = FC

m
= G

M

D2 ,

FA = FA

m
= G

M

(D − d)2 ,

FB = FB

m
= G

M

(D + d)2 .

1Přesněji kv̊uli excentricitě jeho dráhy a daľśım pohyb̊um můžeme v pr̊uběhu deľśı doby pozorovat v́ıce jak 50% jeho
povrchu.

2 * 17. ř́ıjna 1820 v Montpellier (Francie), * 27. dubna 1883 tamtéž
Édouard Albert Roche byl francouzský astronom a matematik. Zabýval se převážně nebeskou mechanikou. Proslul zejména
svoj́ı teoríı o tom, že planetárńı prstence Saturnu vznikly tak, že se do př́ılǐsné bĺızkosti Saturnu dostal jeden z jeho satelit̊u,
který byl rozložen slapy. Vypoč́ıtal tzv. Rochovu mez, což je právě ta hranice, kdy těleso, které se dostane na orbitu pod ńı,
bude roztrháno gravitačńımi slapovými silami. Roche také studoval vlivy silných gravitačńıch poĺı na roje menš́ıch, lehkých,
těles. Pojmenován na jeho počest je i Roche̊uv lalok a Rocheho sféra [53].
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d

D

FC FA

FB

M

Obrázek 8.1: Schematické znázorněńı slap̊u, měř́ıtka si neodpov́ıdaj́ı (pro naše rovnice by mělo být
d << D, śıly nejsou zobrazeny v poměru)

Nyńı si spočteme rozd́ıly sil

FA −FC = GM

(
1

(D − d)2 −
1
D2

)
= GM

2Dd− d2

(D2 − 2Dd+ d2)D2 ≈

≈ GM
2Dd

D4 − 2D3d
≈ 2GM d

D3 ,

FC −FB = GM

(
1
D2 −

1
(D + d)2

)
≈ 2GM d

D3 .

V každé rovnici jsme využili dvakrát d << D a zanedbali členy vyšš́ıch řád̊u.

Výsledek
Za využit́ı aproximace d << D jsme odvodili, že velikost slapové śıly záviśı nepř́ımo úměrně na třet́ı
mocnině vzdálenosti od hmotného středu. Slapy maj́ı tedy dipólový charakter. V př́ıpadě větš́ı bĺızkosti
hmotnému středu a potažmo jinému rozlehlému tělesu bychom museli uvažovat i zanedbané daľśı členy.

8.2 Rocheova mez (SŠ+)

Zadáńı
Odvod’te Rocheovu mez, tedy hranici, pod kterou když se přibĺıž́ı např. pevný měśıc svoj́ı planetě, tak
je roztrhán slapovými silami.

Řešeńı
Rocheova mez je mı́sto, ve kterém je v rovnováze gravitačńı śıla drž́ıćı těleso o hmotnosti m pohromadě
a slapová śıla vyvolaná bĺızkým tělesem. Opět budeme uvažovat śıly na jednotku hmotnosti. Budeme
použ́ıvat stejné značeńı jako v předchoźım př́ıkladě. Gravitačńı śılu můžeme psát jako

Fg = G
m

d2 .

Po śılu slap̊u, kterou p̊usob́ı na hmotu tělesa jsme zjistili vztah

∆F = 2GM d

D3 .
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Velikosti sil dáme do rovnosti

Fg = ∆F ⇒ DRoche = d
3

√
2M
m

.

T́ım dostáváme jedno možné vyjádřeńı Rocheovy meze pro pevný satelit – v závislosti na hmotnostech
planety a měśıce a na poloměru měśıce d. Při předpokladu, že obě tělesa jsou zhruba kulová, můžeme
vyjádřit hmotnost planety i satelitu pomoćı jejich hustot %p a %m a poloměr̊u (označme poloměr planety
R)

m = %mVm = 4
3π%md

3 , M = %pVp = 4
3π%pR

3 ,

DRoche = d 3

√
2%pR3

%md3 = R 3

√
2 %p

%m
.

Výsledek
Určili jsme Rocheovu mez jak v závislosti na hmotnostech těles a poloměru satelitu, tak pomoćı hustot
těles a poloměru planety. Námi určená Rocheova hranice neńı zcela přesná a rozhodně nemůže být po-
važována za univerzálńı. Pro př́ıpad tekutých satelit̊u má tato hranice jinou hodnotu. Ukazuje se ale, že
nejsṕı̌s přesně t́ımto mechanismem vznikly některé prstence kolem plynných planet slunečńı soustavy.
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9. Tvar složek těsných dvojhvězd a
zvláštnosti jejich vývoje
Těsné dvojhvězdy jsou velice zaj́ımavými objekty hodnými fyzikálńıho studia. Tomu se věnoval např́ıklad
jeden z historicky nejvýznamněǰśıch českých astronomů, Zdeněk Kopal, jehož medailon je v daľśı samo-
statné kapitole. Literaturou k této kapitole je zejména [8].

9.1 Tvar složek těsných dvojhvězd
Těsné dvojhvězdy, na rozd́ıl od samostatných hvězd, nezauj́ımaj́ı kulový či mı́rně zploštělý tvar, ale jejich
povrch zauj́ımá tvar přibližně odpov́ıdaj́ıćı Hillové ploše. V př́ıpadě, kdy hvězdy samy nerotuj́ı kolem své
osy a nemaj́ı př́ılǐs silný hvězdný v́ıtr, se opravdu drž́ı tohoto tvaru velice přesně. Nav́ıc v př́ıpadě bĺızkých
binárńıch systémů slapy obvykle rotaci ”uprav́ı“ na vázanou rotaci, takže ji opravdu nemuśıme uvažovat
a při relativně ńızké excentricitě se pak problém zjednodušuje opět na omezený kruhový problém tř́ı těles,
ale tentokráte s jinou interpretaćı. Třet́ı těleso může být považováno např́ıklad za nějaký malý objem
slunečńı hmoty či částici se vyskytuj́ıćı v jej́ı atmosféře, samozřejmě při zanedbáńı konvekce a daľśıch
negravitačńıch sil.

Kopal vytvořil členěńı dvojhvězd, kterým je rozdělil na oddělené, polodotykové a dotykové, pod-
le jejich vztahu k Rocheově laloku, viz obr. č. 9.1. V př́ıpadě oddělených dvojhvězd ani jedna složka
binárńıho systému nedosahuje okraj̊u Rocheova laloku a nedocháźı k přesunu hmoty z jedné hvězdy na
druhou (kromě slunečńıho větru). V př́ıpadě polodotykové dvojhvězdy jedna hvězda, zpravidla ta p̊uvodně
hmotněǰśı, vyplnila sv̊uj celý Roche̊uv lalok a začala z ńı, přes bod L1, přetékat hmota na jej́ıho sou-
putńıka. Ovšem přenos hmoty pak prob́ıhá velice rychle a proto pozorujeme častěji zaplněný Roche̊uv
lalok u méně hmotné hvězdy, protože i když byla p̊uvodně hmotněǰśı, tak stihla předat většinu své hmoty
druhé složce systému. V asi nejvzácněǰśım př́ıpadě dotykové dvojhvězdy již obě dvě složky systému za-
plnily sv̊uj Roche̊uv lalok a může docházet k přetékáńı hmoty z jedné hvězdy na druhou a zpět, hvězdy
maj́ı společnou atmosféru.

Obrázek 9.1: Schematické znázorněńı tř́ıděńı těsných dvojhvězd na oddělené (vlevo), polodotykové
(uprostřed) a dotykové (vpravo), obrázky jsou pro soustavu µ̄ = 1

5 , obrázky byly vytvořeny p̊uvodně
v programu Wolfram Mathematica (soubor roche-lalok.nb) a upraveny ve PhotoFiltre

V př́ıpadě dotykových dvojhvězd může nastat i př́ıpad, že vyplńı celou oblast danou Hillovou plochou
procházej́ıćı bodem L2 a začne přes tento bod unikat jejich látka do mezihvězdného prostoru. V ostatńıch
př́ıpadech může být hmota unášena ze systému pouze hvězdným větrem či v pr̊uběhu kolapsu hvězdy.

9.2 Vývoj těsných dvojhvězd
Obě složky binárńıho systému obvykle vznikaj́ı v přibližně stejnou dobu a zahajuj́ı sv̊uj ” život“ přibližně
ve stejný čas. Toto je pravda vždy u bĺızkých systémů, kterými se budeme zabývat, protože záchyt jedné
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hvězdy hvězdou jinou je nemožný, protože by se obě k sobě nejdř́ıv musely přibližovat po parabolické
či sṕı̌se hyperbolické dráze, pokud nebyly už p̊uvodně součást́ı jednoho systému a za předpokladu, že se
v bĺızkosti nenacháźı nějaké daľśı těleso, nemohly hvězdy natolik změnit své elementy dráhy, aby se staly
slokami jednoho stabilńıho systému. Důvod, proč muśı obě hvězdy vzniknout ve stejnou dobu, je ten, že
v okamžiku, kdy jedna zaháj́ı ve svém jádře spalováńı vod́ıku a stává se hvězdou, tak jej́ı hvězdný v́ıtr
odvěje z jej́ı bĺızkosti prachové a plynové částice, a posléze se v jej́ı bĺızkosti nenalézá prakticky žádný
materiál, ze kterého by mohla vzniknout druhá hvězda.

Obecně hvězdy započnou sv̊uj ” život“ na hlavńı posloupnosti Hertzsprungově-Russellově diagramu
a vyv́ıjej́ı se t́ım rychleji, č́ım vyšš́ı byla jejich počátečńı hmotnost. Podle bĺızkosti dvojhvězd se děĺı na
ty velmi těsné, u kterých dojde k přenosu hmoty již během pobytu obou hvězd na hlavńı posloupnosti,
a na ty, u kterých k přenosu hmoty docháźı až potom, co primárńı složka opust́ı hlavńı posloupnost.
Samozřejmě muśıme zmı́nit i dvojhvězdy, které nejsou dostatečně bĺızko sebe, aby u nich došlo k výměně
hmoty, ale ty pak nepovažujeme za těsné.

Minimálńı vzdálenost mezi složkami dvojhvězdy v pr̊uběhu přetékáńı hmoty nastává při stejných
hmotnostech obou složek. To plyne ze zákona zachováńı momentu hybnosti. Ze stejného d̊uvodu také
hmota, která unikne z jedné hvězdy obvykle nedopadá př́ımo na druhou, ale vytvoř́ı se kolem ńı akrečńı
disk, ve kterém pak kv̊uli diferenciálńımu oběhu kolem sekundárńı složky (r̊uzné vrstvy ob́ıhaj́ı jinak
rychle, protože jsou r̊uzně vzdálené) docháźı k vnitřńımu třeńı a postupnému snižováńı oběžné dráhy a až
postupně později dopadá hmota př́ımo na hvězdu. To je často provázeno daľśımi pr̊uvodńımi jevy jako
pozorovatelná změna jasnosti dvojhvězdy, v mı́stě dopadu hmoty může být vyzařováno i rentgenové zářeńı
(zejména v př́ıpadě, že druhá složka je již b́ılý trpasĺık či neutronová hvězda) atd. Pouze v málo častých
př́ıpadech, kdy druhá složka má velice silné magnetické pole (např. magnetar) může nastat situace, kdy
hmota, která z jedné složky odteče, prakticky rovnou dopadá na druhou, protože se pohybuje podle
magnetických siločár.

Pro modelováńı hvězdného vývoje jsou soustavy těsných dvojhvězd značně složitěǰśı než modelováńı
vývoje osamocené hvězdy, protože mnoho parametr̊u, jako přesný mechanismus přetoku hmoty, je od-
hadnuto empirickými zjednodušeńımi.

9.2.1 Př́ıpad hvězd středńı velikosti
Popǐsme si, zjednodušeně, př́ıpad z [8] str. 197 - 202. Budeme se věnovat vývoji dvojhvězdy, kde primárńı
složka má hmotnost 4MS a sekundárńı složka 3, 2MS, které jsou dostatečně daleko od sebe, aby ne-
docházelo k přesunu hmoty již při pobytu primárńı složky na hlavńı posloupnosti (perioda P = 1, 785 dne).
Vnitřńım změnám ve hvězdách se budeme věnovat pouze velice omezeně, naš́ım hlavńım zájmem bude
pozorovat rozd́ıl ve vývoji oproti osamocené hvězdě.

V nulovém času se obě dvě hvězdy nacházej́ı na hlavńı posloupnosti nulového stář́ı a zač́ınáme sledovat
jejich vývoj. V čase t = 93, 5 · 106 let nastává expanze obálky primáru, která přesáhne objem Rocheo-
va laloku a hmota zač́ıná přetékat z primárńı složky na složku sekundárńı. T́ım se teplotńı nestabilita
primáru, která expanzi vyvolala, jenom zvýš́ı a t́ım se ztráta hmoty urychluje. Výrazněǰśı je také po-
kles jasnosti, než by byl u samostatné hvězdy. Stejně tak se snižuje vzdálenost mezi složkami systému,
protože se vyrovnává jejich hmotnost. V pr̊uběhu pouhých 84 000 let přeteče 0, 4MS, hmotnost složek
se vyrovná a jejich vzdálenost je minimálńı. Od této chv́ıle se opět začnou od sebe vzdalovat a t́ım se
bude zpomalovat rychlost přenosu. Rychlost přenosu však z d̊uvodu vnitřńı nestability stále stoupá až na
hodnotu 9 ·10−6 MS rok−1 po daľśıch 26 000 let. Až po tomto okamžiku převládne vzdalováńı složek tak, že
se rychlost přenosu hmoty zpomaluje. Hmotnost primárńı složky v okamžiku maximálńı mı́ry přetékáńı
hmoty je 3, 37MS. 472 900 let po začátku přenosu hmoty docháźı na primárńı hvězdě k lokálńımu minimu
celkového vyzařovaného výkonu. Zvětšuj́ı se konvektivńı zóny v p̊uvodně primárńı složce, což vede k rych-
leǰśımu r̊ustu poloměru a t́ım opět ke zvýšeńı přenosu hmoty a v čase 720 000 let nastane druhé lokálńı
maximum přenosu hmoty s hodnotou 2,5 · 10−6 M S rok−1. Následně se opět zmenšuje konvektivńı zóna
a s ńı i rychlost přenosu hmoty. Až zhruba dva miliony let po začátku přenosu hmoty započne nukleárńı
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syntéza helia na uhĺık. Zhruba po 2,5 milionech let přenos hmoty ustane s t́ım, že p̊uvodně primárńı
složka má již pouze 0, 53MS, poloměr 25RS a oběžná doba dvojhvězdy se zvýšila na 84, 2 dne. Následuje
několik milion̊u let, kdy je soustava relativně stabilńı. O daľśım vývoji rozhodne, jestli se dř́ıv spotřebuje
helium v p̊uvodně primárńı složce, nebo jestli začne docházet vod́ık v jádru p̊uvodně sekundárńı složky.
V každém př́ıpadě nastalá situace opět povede k transferu hmoty z jedné složky na druhou.

Hvězda, která jako prvńı ukonč́ı sv̊uj život, se stane s nejvyšš́ı pravděpodobnost́ı b́ılým trpasĺıkem po
odvrhnut́ı vněǰśıch vrstev, protože bude mı́t relativně ńızkou hmotnost. Následně, když bude kolabovat
druhé složka, bude docházet opět k přenosu hmoty na b́ılého trpasĺıka. Pokud by byla hmotnost b́ılého
trpasĺıka bĺızká Chandrasekharově mezi, pak při přenosu hmoty dojde k jej́ımu překročeńı a b́ılý trpasĺık
se změńı na neutronovou hvězdu. Při přenosu látky, ale také může docházet k opětovným erupćım na
b́ılém trpasĺıku, které zabráńı jeho daľśı přeměně na neutronovou hvězdu.

9.3 Vývoj hmotněǰśıch dvojhvězd
Nyńı již jen stručně k vývoji dvojhvězd, jejichž složky maj́ı hmotnost řádově deśıtky hmotnost́ı Slunce.
Prvńım rozd́ılem oproti předchoźımu př́ıkladu je, že vývoj bude prob́ıhat ještě rychleji a ještě bouřlivěji.
Silněǰśı roli zde bude mı́t hvězdný v́ıtr a model by byl t́ım složitěǰśı.

Ve stručnosti by model mohl vypadat asi takto. Pokud by byla jedna hvězda výrazně hmotněǰśı
než druhá, tak se bude vyb́ıjet značně rychleji a projde všemi stádii vývoje, ztrat́ı velkou část hmoty
- zejména na prospěch p̊uvodně lehč́ı složky, ale i kv̊uli závěrečnému výbuchu supernovy a částečně
i kv̊uli hmotě odváté hvězdným větrem. S největš́ı pravděpodobnost́ı se stane neutronovou hvězdou.
Posléze začne kolabovat i druhá složka a dojde k přesunu hmoty zpět na současnou neutronovou hvězdu.
Kolem ńı se vytvoř́ı akrečńı disk, bude se nejsṕı̌se projevovat jako zdroj rentgenového zářeńı, někdy
vysokoenergetických záblesk̊u. Může se stát, že se z neutronové hvězdy stane černá d́ıra, ale vzhledem
k erupćım, které mohou nastávat, může z̊ustat po celou dobu zbývaj́ıćıho vývoje druhé složky jako
neutronové hvězda. Z druhé hvězdy se nejpravděpodobněji stane také neutronová hvězda. Pokud binárńı
soustava neutronových hvězd (černé d́ıry a neutronové hvězdy, dvou černých děr) bude mı́t malý moment
hybnosti, pak dojde k jejich sbližováńı a nakonec ke sloučeńı do jednoho objektu, prakticky vždy černé
d́ıry. Pokud bude moment hybnosti soustavy př́ılǐs velký, pak nastane vzdalováńı jednotlivých složek a ty
se od sebe mohou dostat až tak daleko, že je budeme moci považovat prakticky za samostatné neutronové
hvězdy.
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Medailon Zdeňka Kopala
Prof. RNDr. Zdeněk Kopal, D.Sc. se narodil 4. dubna 1914 v Litomyšli a zemřel 23. července 1993 ve
Wilmslow nedaleko Manchesteru ve Velké Británii. Byl českým fyzikem a astrofyzikem, i když proslul i
v oblasti numerické matematiky, balistiky a aerodynamiky. Celou svou kariéru p̊usobil v USA a ve Velké
Británii, ale přesto z̊ustal českým vlastencem. Je považován za jednoho z významných českých astronomů
20. stolet́ı. [54] [55]

Kopal̊uv otec byl filologem a znalcem francouzského jazyka, p̊usobil na Univerzitě Karlově, kde později
źıskal i profesuru. Byl svému synovi vzorným př́ıkladem toho, jak má pracovat vědec. Krátce po narozeńı
Zdeňka se rodina přestěhovala do Jič́ına a jeho otec byl vzápět́ı povolán do 1. světové války. Zdeněk
již od svého mlád́ı projevoval velký zápal pro př́ırodńı vědy, který s něm podńıtil zejména jeho dědeček
Josef Lelek. Ten p̊usobil jako učitel na měšt’anské škole v Jič́ıně. Pravděpodobně to byl i on, kdo Zdeňka
přivedl k astronomii.

Již v 15 letech se Zdeněk Kopal stal členem České astronomické společnosti a věnoval se na Štefánikově
hvězdárně výzkumu proměnných hvězd. Již jako student gymnázia publikoval články v zahraničńıch
časopisech. Jeho zájem v př́ırodńıch vědách ale nebyl specificky zaměřený jenom na astronomii. V mlád́ı
také sb́ıral brouky a horniny a tomuto końıčku se také věnoval s vědeckou přesnost́ı a velkým zápalem.

Na gymnáziu odmaturoval v roce 1933 s vyznamenáńım a přestože si jeho rodiče přáli, aby se věnoval
dále studiu práva či medićıny, rozhodl se pro studium matematiky, fyziky a astronomie na Př́ırodovědecké
fakultě Univerzity Karlovy v Praze. Během studia ho ovlivnilo několik významných osobnost́ı té doby,
a to zejména astronomové Vincenc Nechv́ıle a Erwin Finlay Freundlich. Roku 1935 se Kopal v Pař́ıži
zúčastnil sjezdu Mezinárodńı astronomické unie (IAU - International Astronomical Union), a v pr̊uběhu
sjezdu byl zvolen za jej́ıho člena. Roku 1937 promoval ”summa cum laude“ a źıskal prestižńı Denisovo
stipendium. Tak mohl zač́ıt studium na Cambridgi u Arthura Eddingtona, který byl světoznámým astro-
fyzikem1. V roce 1938 si vzal za manželku Ing. Alenu Müldnerovou. Na svatbě mu dokonce za svědky šli
právě Nechv́ıle a Freundlich. Ještě téhož roku se vydal s manželkou na stipendijńı pobyt na Harvardovu
observatoř v Cambridge. Na lodi, kterou se do Spojeného královstv́ı dopravoval, ho však zastihla zpráva
o Mnichovském diktátu a tak se rozhodl ve Velké Británii z̊ustat. Studoval zde světelné křivky dvojhvězd,
vedl jej přitom Harlow Shapley2. Od roku 1942 pak p̊usobil ve Spojených státech na Massachusetts Insti-
tute of Technology (MIT), kde se věnoval problémům v oblasti balistických a aerodynamických aplikaćı
pro americkou armádu a námořnictvo. V roce 1947 dostal nab́ıdku na návrat do Československa, ale kv̊uli
revoluci v roce 1948 se rozhodl z̊ustat v zahranič́ı.

V letech 1946 až 1950 publikoval své nejd̊uležitěǰśı práce v oblasti zákrytových dvojhvězd. Uvědomil
1 * 28. prosince 1882 v Kendalu, UK * 22. listopadu 1944 v Cambridgi, UK

Sir Arthur Stanley Eddington je z dnešńıho hlediska známý zejména d́ıky expedici, kterou vykonal na Princip̊uv ostrov u
afrického pobřež́ı roku 1919. Expedice měla za úkol pozorovat zatměńı Slunce, poř́ıdit sńımky hvězd v okoĺı zatemněného
slunečńıho disku a porovnat změny jejich poloh s předpověd́ı podle Einsteiny obecné teorie relativity. Srovnáńım sńımk̊u
poloh hvězd v okoĺı Slunce v pr̊uběhu zatměńı a z jiného ročńıho obdob́ı, kdy byly na nočńı obloze, byl opravdu pozorován
posuv hvězd směrem od Slunce, jak teorie předv́ıdala. [56]
Po Eddingtonovi nese jméno Eddingtonova mez luminozity (sv́ıtivosti). Jedná se o maximálńı zářivý výkon, kterého může
dosáhnout zář́ıćı těleso držené gravitačńı silou, při němž se v zásadě vyrovnává gravitačńı śıla s gradientem tlaku zářeńı -
jsou v hydrostatické rovnováze. Při překročeńı meze docháźı k odtrháváńı svrchńıch obálek hvězdy, což opravdu můžeme
pozorovat u závěrečných stádíı velmi hmotných hvězd.[57]

2 * 2. listopadu 1885 v Nashville, Missouri, USA
* 20. ř́ıjna 1972 v Boulderu, Colorado, USA
Shapley pracoval na určováńı vzdálenost́ı kulových hvězdokup s pomoćı cefeid. Dı́ky tomu si uvědomil, že Mléčná dráha
je galaxie s daleko větš́ımi rozměry než se dř́ıv předpokládalo. Na druhou stranu se mylně domńıval, že jediná galaxie ve
vesmı́ru je Mléčná dráha, v protikladu k názor̊um, které zastávali Hebert D. Curtis a Edwin Hubble. Byl ale jedńım z
autor̊u, kteř́ı pomohli vymýtit myšlenku, že cefeidy jsou spektroskopické dvojhvězdy. Správně cefiedy považoval za pulsuj́ıćı
hvězdy, většinou osamocené.
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si, že těsné dvojhvězdy nemohou mı́st sférický tvar, ale jsou deformovány do kapkám podobného tvaru
a zauj́ımaj́ı tvar Hillových ekvipotenciálńıch ploch (Rocheových lalok̊u). Od roku 1951 vedl novou katedru
astronomie na univerzitě v Manchesteru. Roku 1958 navázal spolupráci s NASA v rámci výzkumu Měśıce.
Kopal dokonce po skončeńı programu Appolo, za svoje zásluhy v jeho rámci, dostal měśıčńı prach, který
pak rozsypal na hrobě Julesa Vernea.

V roce 1967, kdy totalitńı režim povoloval, navšt́ıvil Prahu a XIII. sjezd IAU, který zde v tu dobu
prob́ıhal. Zúčastnil se také slavnostńıho zprovozněńı dvoumetrového dalekohledu v Ondřejově, o jehož
stavbu se zasazoval. Po roce 1968 se ale opět do vlasti vracet nemohl.

V roce 1981 formálně odešel do d̊uchodu. V té době začal sepisovat svoje paměti. Po roce 1989 pak
opět navštěvoval Československo.

Pohřben je na Vyšehradském hřbitově. Sv̊uj archiv, obsahuj́ıćı např́ıklad sńımky Měśıce z př́ıprav let̊u
Apollo, odkázal městu Litomyšli.

Kopal v pr̊uběhu života sepsal či byl spoluautorem v́ıce než 400 vědeckých praćı, z nichž přes 80 by-
lo matematických. Sepsal či byl spoluautorem 25 vědeckých monografíı. Byl editorem 20 sborńık̊u z
oblasti astronomie, astrofyziky a numerické matematiky. Založil vědecké časopisy Icarus, Astrophysics
and Space Science (1968) a The Moon and the Planets. Věnoval se taktéž popularizaci astronomie.

Již v pr̊uběhu svého života se dočkal mnohých vědeckých poct. Źıskal čestné doktoráty na univerzitě
v polském Krakově a v řeckém Patrasu. V roce 1967, kdy navšt́ıvil Československo, byl zvolen čestným
členem České astronomické společnosti a v téže době i společnostmi v Liverpoolu, Salfordu a Mancheste-
ru. Manchesterská společnost pořádá každoročně slavnostńı prestižńı Kopalovu přednášku. Tuto tradici
od roku 2007 převzala i Česká astronomická společnost, Kopalova přednáška je oceněńım pro prestižńı
astronomy. V roce 1976 se stal zahraničńım členem Řecké akademie věd v Athénách. Až roku 1991 mu
udělilo město Litomyšl čestné občanstv́ı. Roku 1968 obdržel zlatou medaili Československé akademie věd,
roku 1991 pak stř́ıbrnou medaili Univerzity Karlovy v Praze.
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Cambridge University Press, 2005. ISBN-13 978-0-511-13289-6.
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The Free Encyclopedia [online]. c2012, posledńı revize 24. 3. 2012 23:03 UTC, [cit. 2012-4-10]
〈http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=List_of_things_named_after_Leonhard_
Euler&oldid=483757710〉

[25] Wikipedia contributors. Euler’s three-body problem [online], Wikipedia: The Free Encyclopedia
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[34] Wikipedia contributors. Henri Poincaré [online], Wikipedia: The Free Encyclopedia [online].
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pedia [online]. c2012, posledńı revize 1. 3. 2012, 05:09 UTC, [cit. 2012-5-5] 〈http://en.wikipedia.
org/w/index.php?title=Jacques_Philippe_Marie_Binet&oldid=479599780〉

[38] Frank, Juhan. The Three-Body Problem [online]. 11. 10. 2006, [cit. 2011-5-5] 〈http://www.phys.
lsu.edu/faculty/gonzalez/Teaching/Phys7221/ThreeBodyProblem.pdf〉

[39] Wikipedia contributors. Gaspard-Gustave de Coriolis [online], MacTutor [online]. [cit. 2012-
5-13] 〈http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/˜history/Mathematicians/Coriolis.html〉

[40] XVIth General Assembly IAU, Grenoble, France. Resolutions [online]. [cit. 2011-5-6] 〈http:
//www.iau.org/static/resolutions/IAU1976_French.pdf〉

[41] Luzum, B. et al. The IAU 2009 system of astronomical constants: the report of the IAU working
group on numerical standards for Fundamental Astronomy [online]. [cit. 2011-5-6] 〈http://www.
springerlink.com/content/t855371133q54g77/fulltext.pdf〉

[42] IAU Division 1 Working Group. Numerical Standards for Fundamental Astronomy: IAU 2009
System of Astronomical Constants [online]. [cit. 2011-5-6] 〈http://maia.usno.navy.mil/NSFA/
IAU2009_consts.html〉

58 / 60

http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Tautochrone_curve&oldid=465326730
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Tautochrone_curve&oldid=465326730
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Carl_Friedrich_Gauss&oldid=489039601
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Carl_Friedrich_Gauss&oldid=489039601
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Giuseppe_Piazzi&oldid=489218499
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Giuseppe_Piazzi&oldid=489218499
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Gaussian_gravitational_constant&oldid=483912652
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Gaussian_gravitational_constant&oldid=483912652
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Charles-Eug%C3%A8ne_Delaunay&oldid=461586158
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Charles-Eug%C3%A8ne_Delaunay&oldid=461586158
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Jean-Baptiste_Biot&oldid=488038014
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Jean-Baptiste_Biot&oldid=488038014
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Henri_Poincar%C3%A9&oldid=489957295
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Henri_Poincar%C3%A9&oldid=489957295
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=SwissCube-1&oldid=457282434
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=SwissCube-1&oldid=457282434
http://en.wikipedia.org/wiki/File:SwissCube_EPFL.jpg
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Jacques_Philippe_Marie_Binet&oldid=479599780
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Jacques_Philippe_Marie_Binet&oldid=479599780
http://www.phys.lsu.edu/faculty/gonzalez/Teaching/Phys7221/ThreeBodyProblem.pdf
http://www.phys.lsu.edu/faculty/gonzalez/Teaching/Phys7221/ThreeBodyProblem.pdf
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Coriolis.html
http://www.iau.org/static/resolutions/IAU1976_French.pdf
http://www.iau.org/static/resolutions/IAU1976_French.pdf
http://www.springerlink.com/content/t855371133q54g77/fulltext.pdf
http://www.springerlink.com/content/t855371133q54g77/fulltext.pdf
http://maia.usno.navy.mil/NSFA/IAU2009_consts.html
http://maia.usno.navy.mil/NSFA/IAU2009_consts.html


LITERATURA

[43] Gauss, C. F., Theory of the Motion of the Heavenly Bodies Moving About the Sun in Conic Sections.
Boston: Little, Brown and Company, 1857.

[44] Nakamura, K. et al. (Particle Data Group), J. Phys. G 37, 075021 (2010) and
2011 partial update for the 2012 edition [cit. 2011-5-6] 〈http://pdg.lbl.gov/2011/reviews/
rpp2011-rev-astrophysical-constants.pdf〉

[45] Wikipedia contributors. Lagrangian point [online], Wikipedia: The Free Encyclopedia [online].
c2011, posledńı revize 8. 12. 2011, 13:22 UTC, [cit. 2011-12-11] 〈http://en.wikipedia.org/w/
index.php?title=Lagrangian_point&oldid=464763012〉

[46] Seidov, Zakir F. The Roche problem: some analytics [online]. 5. 2. 2008, [cit. 2011-5-5] 〈http:
//arxiv.org/pdf/astro-ph/0311272v1.pdf〉

[47] Wikipedia contributors. Carl Gustav Jacob Jacobi [online], Wikipedia: The Free Encyclopedia
[online]. c2012, posledńı revize 5. 4. 2012, 10:12 UTC, [cit. 2012-5-6] 〈http://en.wikipedia.org/
w/index.php?title=Carl_Gustav_Jacob_Jacobi&oldid=485691634〉

[48] Wikipedia contributors. George William Hill [online], Wikipedia: The Free Encyclopedia [on-
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ne]. c2012, posledńı revize 8. 2. 2012, 16:50 UTC, [cit. 2012-3-14] 〈http://cs.wikipedia.org/w/
index.php?title=Arthur_Eddington&oldid=8032944〉

[57] Wikipedia contributors. Eddington luminosity [online], Wikipedia: The Free Encyclopedia [on-
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Seznam použitých značek, označeńı a
konstant

a velká poloosa kuželosečky
a zrychleńı
b vedleǰśı poloosa kuželosečky
C Jacobiho integrál
C obor komplexńıch č́ısel
D vzdálenost primár̊u v omezeném problému tř́ı těles
Dλ determinant charakteristické rovnice
e numerická excentricita
E jednotková matice
F śıla

Fg gravitačńı śıla
F śıla na jednotku hmotnosti

F1, F2 ohniska kuželosečky
G gravitačńı konstanta

GMS heliocentrická gravitačńı konstanta
H hamiltonián, Hamilton̊uv operátor
i sklon dráhy v̊uči ekliptice
k Gaussova gravitačńı konstanta
l vektor momentu hybnosti
l velikost momentu hybnosti
lz z-ová složka momentu hybnosti
Li i-tý Lagrange̊uv bod
L lagrangian, Lagrangeova funkce
mi hmotnost i-tého tělesa
M celková hmotnost soustavy
MJ hmotnost Jupitera
MM hmotnost Měśıce
MS hmotnost Slunce
MZ hmotnost Země
n středńı denńı pohyb
o nulový vektor
p parametr kuželosečky
pq zobecněná hybnost kanonicky sdružená

se zobecněnou souřadnićı q
P pericentrum, vrchol kuželosečky
P perioda oběhu
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q zobecněná souřadnice
q vzdálenost v pericentru

r = (x, y, z) polohový vektor a jeho kartézské složky
r = (r, ϑ) polohový vektor a jeho vyjádřeńı v polárńıch souřadnićıch

r = (r, ϑ, ϕ) polohový vektor a jeho vyjádřeńı ve sférických souřadnićıch
rHill poloměr Hillovy sféry
R obor reálných č́ısel
RZ poloměr Země
t čas
T kinetická energie
T polohový vektor těžǐstě
v oběžná rychlost
V potenciálńı energie

µ = mimj

mi+mj
redukovaná hmotnost

µ̄i = mi

mi+mj
parametr v souřadnićıch omezeného kruhového problému tř́ı těles

µ̄? hraničńı poměr hmotnost́ı pro stabilitu L4 a L5
π Ludolfovo č́ıslo
π argument perihelu

~% = (ξ, η, ζ) polohový vektor a jeho vyjádřeńı
v korotuj́ıćıch bezrozměrných souřadnićıch

~%A polohový vektor směřuj́ıćı od tělesa A k testovaćımu tělesu
%Hill bezrozměrný poloměr Hillovy sféry

τ = nt proměnná, kterou využ́ıváme mı́sto času t v korotuj́ıćım systému
υ velikost bezrozměrné rychlosti
ω úhlová rychlost rotace soustavy
Ω efektivńı potenciál
Ω délka výstupného uzlu
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