Kapitola 1

Gravitace

Protoverze 0.85 — pripadné pripominky piste na karel@ fykos. cz

Cilem této kapitoly je, aby si ¢tendr odnesl takové znalosti, s kterymi by zvladl vyfesit
velkou tfidu problému tykajici se gravitace. Napriklad jde pohybti planet v gravitaé¢nim poli
Slunce ¢i pohybii mésici kolem planet. Pro to je potfeba mit zazité néjaké zakladni znalosti
o kuzeloseckach a ponéti o obvyklém znaceni. Z kuzelosecek budeme asi nejcastéji pouzivat
elipsu. Déle je dobré znat Keplerovy zakony, diky kterym si muzeme urychlit feSeni mnoha
uloh. Zakladem nasi teorie gravitace pak bude Newtoniv gravitacni zadkon. Sice jiz dnes vime,
ze neni platny bez omezeni a ze v nékterych pripadech je nahrazovan pouzitim obecné teorie
relativity (OTR), nicméné pro valnou vétsinu aplikaci ve Slune¢ni soustavé je velice dobre
pouzitelny. Na zavér se pak podivame na Gaussuv zakon v gravitaci, ktery je obdobny tomu
z elektrostatiky, kde se ¢asto vyuziva.

Nebudeme se moc zabyvat homogennim gravitaé¢nim polem a vrhy, vzhledem k tomu, ze ty
jsou soucasti jiné kapitoly.

1.1 Kuzelosecky

Pred samotnymi gravita¢nimi efekty si zopakujme (¢i nau¢me) néco o kuzeloseckéch.

Kuzelosecky, jak nazev napovida, jsou krivky, které mohou vzniknout tak, ze , rozsekneme*
kuzel rovinnou plochou. Presnéji fe¢eno mame ty kuzely dva, nekonecné dlouhé, souosé, maji
spolecny vrchol a tyto vrcholy smétuji proti sobé. Nékteré kuzelosecky ziskavame pak také
rezy valce — pokud chceme postihnout vsechny kuzelosecky, pak uvazujeme jak rezy kuzel, tak
rezy VélceE] Jedna se o rovinné krivky a v této kapitole tedy budeme uvazovat pouze tyto dva
rozmeéry. Na obrazku vidite ukazky nékterych kuzelosecek.

Zakladni , nedegerované”“ kuzelosecky jsou kruznice, elipsa, parabola a hyperbola. Témi
degenerovanymi jsou bod, primka, dvojice primek se spolecnym bodem, dvojice paralelnich
primek.

Uzitecné je védét, jak miuzeme kuzelosecky vykreslit, resp. jaké vlastnosti maji body téchto
kiivek

e Kruznice — mnozina vSech bodi v roviné, které maji stejnou a nenulovou vzdalenost od

bodu v této roviné (tento bod nazyvame stfed kruznice)

e Elipsa — mnozina vsech bodu v roviné, které maji stejny soucet vzdalenosti od dvou

ruznych bodu této roviny (tyto body nazyvame ohniska elipsy)

ITato definice se mozna lisf od té, kterou znate a neni asi nejéastéjsi, ale v této kapitole se ji budeme drzet
a neni az tak podstatna, protoze nejvice nas budou zajimat ,, nedegenerované“ kuzelosecky, takze i kdybychom
neméli tolik degenerovanych pripadt, tak bychom s tim vysli.
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Obrézek 1.1: Ukazky kuzelosec¢ek: Bodem H prochéazi kruznice se stredem A, bodem C prochazi
elipsa s ohnisky A a C, bodem E prochézi parabola s ohniskem A (a fidici primkou v x = —6),
bodem F prochazi jedna vétev hyperboly, body BH probiha piimka



Obréazek 1.2: Elipsa s ozna¢enymi vyznacnymi body a parametry

e Parabola — mnozina vsech bodu v roviné, ktera mé stejnou vzdalenost od primky v této
roviné (kterou nazyvame fidici piimka) a bodem této roviny (ktery nazyvame ohniskem
paraboly)

e Hyperbola —mnozina vSech bodt v roviné, pro které plati, ze maji stejny rozdil vzdalenosti
od dvou bodt (ty nazyvame ohniska hyperboly)

Na piechod mezi jednotlivymi kuzeloseckami se také miizeme divat napiiklad taktd?]

e Kruznice je elipsa, jejiz dvé ohniska splynula.

e Elipsa je ,,splacnuta kruznice*, tedy kruznice, kterou jsme si afinné zobrazili.

e Parabola je elipsa, jejiz jedno ohnisko jsme poslali do nekonecna.

1.1.1 Parametry elipsy

Na obréazku vidite jednotlivé diilezité parametry elipsy.
e Privodic je tsecka spojujici libovolny bod na elipse s ohniskem, tedy napt. V3Fy, SFj.

Stied elipsy S je stired usecky Vi V5 ¢i FyFs.
Velka poloosa ¢i hlavni poloosa a je nejdelsi spojnice sttedu elipsy a bodu na elipse.
Malé poloosa ¢i vedlejsi poloosa b je nejkratsi spojnice stiedu elipsy a bodu na elipse.
Primka V; V5 se nazyva primka apsid.
e je linedrni ¢ délkova excentricita. Plati €2 = a? — b%. Zde znacime sice e, ale nékdy se
znad¢i excentricity naopak — davejte si na to pozor.
€ je excentricita, numericka excentricita ¢i ¢iselna excentricita. e = ea.
p je parametr.
Vi a V4 jsou hlavni vrcholy elipsy.
V3 je jeden za dvou vedlejsi vrcholi elipsy.
Déle uvazujeme, ze v F} je umisténa hvézda/centralni téleso.
V1 je obecné pericentrum, nejblizsi bod drahy malého télesa od centralniho télesa. V pripadé
obéhu kolem Slunce jej nazyvame perihelium, kolem Zemé perigeum.
e V5 je obecné apocentrum, nejvzdalenéjsi bod. U obéhu kolem Slunce jej nazyvame afe-

lium/afel, v ptipadé obéhu kolem Zemé apogeum.

2Jde o matematicky nepfesné formulace, ale snad vdm trochu pomutZou pochopit, jaky je vztah mezi
nékterymi kuzeloseckami.



Priklad - insolace na Zemi, aneb kde se ty parametry hodi

Zadani Jaky je pomer insolace na Zemi v periheliu a v afeliu? Zajimd nds pomeér situact,
kdy mdme Slunce v nadhlavniku. Zndme velkou poloosu drdhy a = 1,50 - 10" m a ezcentricitu
e = 0,0167.

Insolace je tok slune¢ni energie dopadajici na osvétleny povrch Zemé bez atmosféry. Insolace
je neprimo tmérna druhé mocniné vzdalenosti od Slunce. Mzeme si to jednoduse predstavit
tak, ze energie, kterou vyzari Slunce v néjakém kratkém casovém intervalu se siti do prostoru
na povrchu sféry, kterd se se vzdalenosti zvétsuje jako r2. Vzhledem k tomu, Ze pfedpokladdme,
7ze se energie nikam neztrici a je vyzafovana rovnomérné, tak tedy insolace klesa s r—2. Sa-
mozrejmé, ze to neni zcela presné a ze do toho vstupuje mnoho dalsich faktori, ale ty zde
nebudeme uvazovat. Insolaci obvykle zna¢ime Is.

Nyni jiz k samotnému problému. Zname-li hlavni poloosu a excentricitu, tak mtizeme urcit
vzdalenosti Zemé od Slunce v periheliu a v afeliu, coz jsou extremalni vzdalenosti. Jde o a, =
=a(l—¢)aa,=(14+¢). Tedy pomér bude

1
Ba _ 2FE - 034,
a, 1—¢
Nés ale hlavné zajima pomér insolaci, tedy
Is, 1+¢e\?
= = 1,069 .
Is, <1 — 5) ’

Sluneéni vykon, ktery ptijimé Zemé od Slunce v prubéhu, se tedy méni az o 7% v dusledku
zmény vzdalenosti od Slunce.
Mohli bychom si také procvicit aproximace (a Taylortv rozvoj) vzhledem k tomu, ze € < 1

Is, <1—|—5>2_1—|—25+52N1+25
Is,

_ _ ~ ~ (1425 (14 26) ~ 1+ 4e = 1.067.
1—¢ g S ioge 2 (IH2)(I+2e) w1 +de =1,

Takze vidime, ze bychom podobny vysledek dostali i kdybychom pocitali pouze priblizné
(napt. kdybychom neméli kalkula¢ku ani notebook). Ale je pravdou, Ze se v tomto vypoctu jiz
objevuje nepresnost, ale stale relativné nizka.

1.1.2 Obsah elipsy

Je dobré si pamatovat, ze elipsa je opravdu vhodné , splacnutd* kruznice (tedy afinné) a jeji
obsah je
S =nab.

Tato informace se mize hodit, pokud chcete vyuzivat napiiklad vhodné druhy Keplertv zakon.
Pamatujte si to proto, Zze v nékterych matematicko-fyzikalnich tabulkach pro stiedni skoly se
vzorec pro obsah elipsy neuvadi.

1.2 Keplerovy zakony

Johannes Keplerﬂ v roce 1609 publikoval své vysledky v ramci knihy Astronomia nova. Jednalo
se o opravdu mravenci praci, ktera byla z valné ¢asti postavena na, na svou dobu velice presnych,

3 % 27 prosince 1571 ve Weil der Stadt (dnesnf Némecko), T 15. listopadu 1630 v Reznu (dnesni Némecko)



pozorovani Tycha de Brahdl] Jeho pozorovani ziskal diky tomu, Ze byl jeho néslednikem na
dvore Rudolfa II. v Praze - byl cisarsky matematik a astronom. V této dobé bylo centrum
vSech moznych véd i pavéd pravé v Praze, kam Rudolf II. zval vSechny mozné osoby, které se
mohly povazovat za odborniky té doby.

Keplerovy zakony jsou z dnesniho hlediska jiz pouze priblizné vztahy, ale hodi se nam pro
situace, kdy je vétsina hmoty koncentrovana v jenom centralnim télese a toto téleso obihaji dalsi
mald télesa, kterd se (alespon v nasem pfiblizeni) neovliviiuji. Za takovou soustavu muzeme
brat Slune¢ni soustavu (Slunce a planety) ¢i Jupiter a jeho mésice.

1.2.1 Prvni Keplerav zakon

Jedno z moznych znéni je ,, Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych drahach, v je-
jichZ jednom spole¢ném ohnisku je Slunce.*

To bylo na svou dobu hodné pokrokové, protoze tim jednak zavrhl geocentricky systém a na
druhou stranu z pozorovani spravné urcil, ze se jedna o elipsu a ne Ze by slo o jinou krivku. Je
to dokonce o to zajimavéjsi z toho hlediska, 7e i kdyZ elipsa je spravny popig;| tak v jeho dobé
daval geocentricky systém s velkym mnozstvim rtiznych kruznic nékdy i presnéjsi predpovédi.

Prvni Kepleruv zakon, a ostatné i dalsi dva Keplerovy zakony, si mtizeme ovSem zobecnit,
ze plati pro jakoukoliv soustavu, kde je pouze jedno velice hmotné centralni téleso a pak jedno
¢i vice malo hmotnych téles (pokud srovname jejich celkovou hmotnost s centralnim télesem),
které se k sobé neptiblizuji tak, aby se znatelné gravitacné (¢i jinak) ovliviiovala. Takze mtzeme
napriklad trajektorie mésicii kolem planet obvykle velice dobie povazovat za elipsy.

1.2.2 Druhy Kepleruv zakon

Jedna z béznych formulaci je Obsahy ploch opsanych priivodicem planety za stejny cas
jsou stejné velké.

Jinak formulovano by to mohlo byt, Ze plosna rychlost malého télesa je konstantni. Jde
vlastné o zdkon zachoviani momentu hybnosti soustavy. Plosnou rychlost znacime obvykle w.
Casto mize byt vhodné vyjadreni plosné rychlosti

1 1 1

W= SUpTp = VaTa = §|V><I'| :

kde v, je rychlost v pericentru, 7, vzdalenost obéZnice od centralniho télesa v pericentru,
Uy a 1, obdobné pro apocentrum a v je rychlost v obecném bodé drahy, r je jeji velikost, x
znaci vektorovy soucin a svislitka jeho velikost. Pokud byste na jednu polovinu zapomnéli, tak
to obvykle nevadi, protoze vam jde jenom o to, ze se plosna rychlost zachovavéa a pronasobeni
konstantou nam nevadi.

4% 14. prosince 1546, Knudstrup (Dénsko), T 24. fijna 1601 v Praze
Studoval filosofii a rétoriku v Kodani a prava v Lipsku. Po roce 1565, kdy zdédil znacné jméni, se zacal naplno
vénovat svym koni¢ktim — alchymii a zejména astronomii. Pozdéji studoval chemii v Augsburgu. Pisobil néjakou
dobu v rodném Déansku, znac¢nou ¢ast zivota stravil cestovanim po Evropé.

V roce 1599 byl pozvan Rudolfem II. do Prahy. Zde pisobil jako dvorni cisaisky astronom. Od cisaie dostal
propujcen zdmek v Benatkach nad Jizerou, ktery zacal upravovat na observator. Pravé sem pozval Keplera.
Tycho Brahe zastaval svym zptisobem hybridni teorii, ze Zemé je sice stfedem vesmiru, ale obihd kolem ni
pouze Slunce a Mésic, zatimco ostatni planety obihaji kolem Slunce. Teorie byla kompromisem mezi tradi¢nim
geocentrickou teorif a heliocentrismem. V astrologii zastaval nazor, ze hvézdy sice ovliviiuji déni na Zemi, ale
ne az do takové miry, ze by byly udalosti jednoznac¢né predurceny.

5Pokud tedy nechceme uvazovat relativistické efekty, ptisobeni planet na sebe navzajem apod.



Priklad - excentricita z poméru rychlosti

Zadani Zndame pomeéry rychlosti v pericentru a apocentru obehu planety kolem svoji hvézdy
K =v,/v, = 1.2. Jakd je excentricita obézné drdhy planety e ?

Napiseme si zdkona zachovani plosné rychlosti pro pericentrum a apocentrum (coz muzeme
udélat uz rovnou bez téch polovin)

2W = VpTrp = VaTa ,
kde si ale uvédomime, e plati r, =a —e =a(l —¢) a r, = a(l + ¢). Tedy dostdvéame

vy a(l+¢)
va  a(l —¢)’
K—-1
= ——=0,091.
TTR+1 7
Excentricita obézné drahy planety je 0,091.

K = = Kl—¢)=1+¢,

1.2.3 Treti Kepleruv zakon

Klasickd formulace je: Pomér druhych mocnin obéZznych dob dvou planet je stejny
jako pomér tretich mocnin jejich hlavnich poloos. Mizeme tedy psat

a’ _ 7
a3 T3
kde a; je hlavni poloosa jednoho télesa a as druhého, T} je obézna doba prvni télesa a 75

druhého. Opét mizeme uvazovat soustavy meésicti obthajicich kolem planety za rovnocenné pro
pouZiti tohoto vzorce — pouze hodnoty a®/T? budou pro kazdou soustavu jiné.

Ptiklad - obézna doba Phobosu

Zadani Zndame obéznou dobu Deimosu Tp = 1,262 dne a hlavni poloosu jeho trajektorie ap =
=23460km. Jakd je obéznd doba Phobosu, vime-li, Ze jeho hlavni poloosa je ap = 9380 km ¢
Phobos a Deimos jsou oba dva mésice Marsu. Primocare vyuzijeme vztah

3 2
ap _ Ip
3 T~ 2o
ap T3

@
Tp = 73TD = 0,319 dne.
ap

Vypoctena obézna doba Deimosu je 0,319 dne, coz odpovida tabulkové hodnoté. Zajimavé
pozorovani je také, ze muzeme vyuzit vztah v jakychkoliv jednotkach, pokud casy dosazujeme

v jedné jednotce a také hlavni poloosy. Takze u planet se ¢asto pouzivaji roky a AU (astrono-
mické jednotky).

1.3 Newtonilv gravitacni zakon

Newtontv gravitaéni zakon asi znate jako




kde G = 6,67 - 107" N-kg72m? = 6,67 - 107" kg~ *-m3-s72? je Newtonova gravitaéni kon-
stanta, m; a msy jsou hmotnosti dvou hmotnych bodi, které na sebe gravitacné puisobi a r je
jejich Vzdélenostﬂ Je dobré si pamatovat hodnotu gravitacni konstanty — jednodussi muze byt
pamatovat si, Ze je to piiblizné 10 - 1071° v zdkladnich jednotkach SI.

Presnéjsi zapis, ktery obsahuje i informaci o tom, ze jde o vektorovou veli¢inu, mitize byt

myms myms

F=-G

e =—G

Y

r2 r3
kde bfe, = r/r je jednotkovy vektor ve sméru r. Samoziejmé znacenim r myslime velikost
vektoru r, coz je polohovy vektor, ktery ziskame jako rozdil polohovych vektora téles v prostoru.

Co nam tento vztah 1ik4a? Jednak vidime, ze gravitacni sila linearné zavisi na hmotnostech
obou téles. Pak to, 7ze je imérna néjaké konstanté G, kterd je docela mald| a zejména to, ze
sila ptsobici mezi télesy klesd s kvadratem/¢tvercem vzdalenosti.

Dilezité je pozorovani, ze pokud mame dvé koule se sféricky symetricky rozlozenou hustotou,
pak plati tento vztah ptresné pro silu mezi témito koulemi. Zdivodnéni by bylo nejspise plné
integralt a tak si ho odpustime.

Odvozeni tretiho Keplerova zakona z Newtonova gravitacniho zakona

Pokud bychom chtéli, mohli bychom si odvodit treti Keplertiv zdkon z tvah o Newtonové
gravitaénim zakonu a dostiredivé sile i pro obecnou elipsu, ale v ramci jednoduchosti si to
ukazeme pouze pro pohyb po kruznici, ale muzete vérit, ze to funguje obecné.

Mé¢jme hmotny bod o hmotnosti m obihajici tézké téleso o hmotnosti M ve vzdalenosti r.
Malé téleso obiha po kruznici a tak, pokud se divame z inercialni soustavy soutradné, tak je
nutné, aby se vyrovnala gravitaéni sila F, = GmM/r? a dostiedivd sila F; = mv?/r, kde v je
obézna rychlost.

mM v? M
=m—, = v =G—.
r? r r
Tim jsme ziskali obéznou rychlost. Nyni si uvédomime, ze rychlost si muzeme také vyjadrit
jako jeden obéh dokola po draze 2nr za jednu periodu 7.

F,=F;=G

4r2y2 M
ﬂ:(;77
T2 r
o GM
T2  4x

Vidime tedy, ze pokud bude nase hmotné téleso M obihat vice (lehkych ¢i neinteragujicich)
hmotnych bodi, pak podil tfeti mocniny jejich poloméru drahy a druhé mocniny periody bude
konstantni.

1.4 Potenciadlni energie a zakon zachovani mechanické
energie

1.4.1 Zakon zachovani mechanické energie

Pred explicitni definici potencidlni energie si zopakujme, ze obecné se nam energie v systémech
zachovava. Pokud ndm tedy néjaka , mizi“, tak se musi pfeménovat na néjakou jinou ¢i se néjak

5Upozoriiujeme, Ze SS ucebnice vytrvale pouzivaji x, ale spravnéjsi, podle norem, je pouzivani G. Takze toho
se budeme drzet dale, ale na svych strednich skolach mozné radéji piste x, pokud se toho vas ucitel drzi.
"Ve srovnani s k = 1/(4ne), které mame v elektromagnetismu, ktery budeme probirat az pozdgji.

7



ukladat a pokud je nas systém opravdu uzavieny, tak by neméla , vytéct nékam pryc.

7 nasi bézné zkuSenosti zakonu mechanické energie casto lidé moc nevéri. Je to docela
dobte zduvodnitelné tim, ze vsude kolem nas je rizné treni, rizné odpory atd. Takze pokud
hodime hopik na zem, tak se sice odrazi do docela vysoké vysky, ale zpravidla do vyrazné nizsi
nez puvodni. Zalezi samoziejmé na vzduchu a na povrchu, od kterého se odrazi, ale ¢asem
se odrazet prestane. Tedy miuze se zdat, ze energie se ztraci. Ale jak jisté dobre vite, méni
se naptiklad na energii zvuku, ktery slysime, a teplo, které micek a okoli zahtiva. Také se
miuze kinetickd energie pri dopadu, ktery neni kolmy, preménit napriklad na rotaéni kinetickou
energii.

Nicméné nejsme tu od toho, abychom to hodnotili ,, pii zemi“, ale bude nas zajimat zakon
zachovani mechanické energie pro nebeska télesa. To je ale pravé daleko lepsi situace, protoze
v meziplanetarnim prostoru je zpravidla lepsi vakuum nez v lecjaké laboratoti. Takze tfeni se
vyrazné na télesech neprojevuje. Vyjimkou vsak mohou byt komety a mald télesa, kterd se
priblizi do blizkosti Slunce ¢i vstoupi do atmosféry néjaké planety. Télesa, kterd vstoupi do
atmosféry se zacnou o ni zpomalovat. Slunce muze zpiisobit zahrati télesa na takovou teplotu,
ze se zacne, alespon povrch, odpatrovat a vyletujici plyny a prach mohou ménit drahu komety.
To ale uz patii spise do kapitoly astrofyziky.

Tedy pamatujeme si, ze bude velice dobte platit

AE, = —AE, = —AW,

kde E, je potencialni energie Ej, je kinetickd energie W je prace. Nebo miZeme psat, Ze

E, + B}, = konst.

1.4.2 Potencialni energie

Vztah mezi potencialni energii a ji prislusejici silou, je obecné

Ep:—/F-ds.

Miuzeme tedy vyjit z gravita¢ni sily mezi dvéma hmotnymi body, umistit téleso, vii¢i némuz
urcujeme potencialni energii do poc¢atku soustavy souradné a integrovat od néjakého vhodného
referencniho mista. Toto misto bude pro nas nekonecno, protoze jak uvidime, tak méame zrovna
problém v pocatku soustavy souradné. Také si uvédomime, ze potencidlni energie bude zaviset
jenom na vzdalenosti od soustavy souradné, tedy radialni soutradnici r.

E, = —/ ¢ =amM [ —dr = —GmM {—] — _GmM (— + 0> .
R r? n T2 rlr R

Gravitacni potencidlni energie je tedy

mM
-

Ey(r) = -G
Samoziejmeé, Ze je to pro hmotny bod, ale miizeme pouzit princip superpozice a rozsirit to
snadno na N hmotnych bodt a pripadné kdybychom potiebovali i hustoty.
Priklad - energie Zemé

Zadani Jakou potencidlni energii md Zemé vuci Slunci? Tedy jakou energii bychom museli
Zemi minimdalné dodat, aby mohla opustit Slunecni soustavu?



Hmotnost Zemé je My = 597 - 10** kg, hmotnost Slunce Mg = 1,99 - 103 kg, stfedni
vzdalenost Zemé od Slunce je R = 1,50 - 10" m.

My Msg
R2

E,=-G =53-10%%].

Potencialni energie Zemé v poli Slunce je 5,3 - 1032 J.

1.5 Gravitacni potencial

Gravitacni potencial ¢(r) je veli¢ina, kterd urCuje potencidlni energii na jednotkovou hmotnost.
Tedy pro hmotny bod bude

Mize se ndm hodit, pokud néas zajiméa, jak vypada pole kolem néjakého rozlozeni hmoty,
ale pritom nam nejde o to, jaké by byly hodnoty pro konkrétni téleso, které by bylo v tomto
poli, ale obecné testovaci castici.

1.6 Intenzita gravitacniho pole

Intenzita gravita¢niho pole je sila na jednotkovou hmotnost, tedy

F M
K:J:Gﬁro.
m T

Vzhledem k tomu, ze, jak dobie vime, plati také F = ma, je vlastné intenzita gravitaéniho
pole soucasné i gravitacnim zrychlenim. Z toho diivodu budeme v néasledujicim textu oba dva
pojmy zaménovat, byt jsme se k nim dostali z jiného pohledu.

Ve stredoskolskych prikladech se pouziva spise ve vykonstruovanych tlohéch. Ale bude se
nam hodit v Gaussové zakonu.

1.7 Tihové vs. gravitacni zrychleni

Celou kapitolu vénujeme jednomu, relativné jednoduchému poznatku a to, ze tihové a gra-
vita¢ni zrychleni obecné neni to samé. Sice je to spiSe tématem pro pohyby v homogennim
gravita¢nim /tihovém poli, ale neuskodi si to znovu pripomenout.

Tihové zrychleni na povrchu néjakého télesa je tvoreno slozkou gravita¢niho zrychleni a sloz-
kou, ktera je diisledkem rotace tohoto télesa — odstiredivou silou. V nékterych piipadech mohou
oba pojmy splynout — na vhodném misté ¢i na nerotujicim télese.

Je vhodné si pamatovat, ze pti pohybech na povrchu Zemé nas tedy zajima obvykle tihové
zrychleni a to byva obvykle zadano. Gravitacni zrychleni by pak bylo vyssi.

1.8 Gaussuv zakon

Gaussuv zakon se ndm muze hodit u urcovani gravitac¢ni intenzity u symetrickych objektii

K -dS = —4nGM,
oV



kde V je néjaky objem ohrani¢eny néjakou dvourozmérnou plochou, kterou znacime OV
~ takto se obvykle zna¢i hranice néjaké mnozinyf| Integrujeme K intenzitu gravitaéniho pole
pres jednotlivé plosné elementy dS. Uvedeny vzorecek plati obecné pro libovolné kompliko-
vané plochy s tim, Ze nesmite zapomenout na to, ze ty plosky jsou orientované a je potieba
pocitat skalarni soucin. Kladné orientace té hrani¢ni plochy je smérem ven z uzaviené oblasti.
V nasledujicich prikladech budeme vybirat sice vhodné plochy, kde je intenzita gravitacniho
pole kolméa na plochu, kterou budeme pocitat. M je pak hmotnost uzaviena nasi plochou.

Nasledujici priklady jsou, kromé prvniho, trochu z kategorie sci-fi, aby byly jednoduché. I tak
je ale zajimavé zjistit, jak nam to vyjde, protoze to muze byt alespon v néjakych pripadech
vhodné priblizeni. V elektromagnetické analogii pak nekonecné rovina ¢i nekonecny valec budou
docela pékné aproximace toho, kdyz se néco déje v blizkosti vodivé desky ¢i dlouhého vodice.

Gaussuv zakon nékdy byva taky nazyvan slangovée , krabickovy®, protoze si obvykle vybirame
néjaky pékny tvar krabicky, do kterého néco uzavirdme a na zdkladé toho pocitdme intenzitu
gravita¢niho pole.

V nasledujicich prikladech budeme znacit L levou stranu rovnice a P pravou stranu rovnice.

Priklad - gravitacni zrychleni uvnitt a kolem vodni planety

Zadani Mame nerotujici kulovou homogenni planetu tvorenou kapalinou s hustotou p. Planeta
md polomér R. Jaké bude gravitacni zrychleni v zdavislosti na vzddlenosti r od stredu planety?
Nic jiného samozrejmé v nasem vesmiru neni...

Intenzita gravita¢niho pole je to samé jako gravitacni zrychleni. Uloha je sféricky symetricka
a proto budeme brat plochy jako sféry o poloméru r. Jak bylo predznamenano, tak mame plochu
kolmou na intenzitu gravitacniho pole a tak se skalarni sou¢in méni na jednoduchy soucin. Ulohu
si rozdélime na dvé casti. Nejdrive vyTesime ptipad pro vzdalenosti r > R a nasledné pak r < R.

Gaussiv zédkon si tedy muzeme prepsat jako

L= K-dS=-K-4mur’.
oV

Integrace nam tedy presla jenom na nasobeni. Pro¢? Protoze K ma konstantni velikost na
celé plose a tedy integrujeme jednicku pres plochu 4nr. Jediny detail je tedy, ze ndm vypadlo
—, coz je dano tim, ze predpokladame, ze intenzita sméruje smérem do stredu a kladny smysl
integrovani je smér ven z mnoziny. Kdybychom tam nechali 4, tak by to nebyl néjaky problém,
ale K by nam nakonec vyslo zaporné a tedy bychom nam stejné vyslo, ze intenzita sméruje ke
stfedu planety.

V pripadé r > R mame vSechnu hmotnost uzavienou v nasi plose, tedy celkovou hmotnost
planety.

1
P =—4nGM = —4nGoV — 367c2GQR3.

Dostavame tedy intenzitu gravitacniho pole v zavislosti na r, tedy

4 R3
K(r)= STEGQ ol
Vidime, ze gravitacni zrychleni nad povrchem planety klesa se druhou mocninou vzdélenosti
a pak jiz pouze na konstantach — hmotnosti planety a G.
Nyni se podivejme na situaci uvnitf nasi planety. Leva strana Gaussova zédkona bude stejn4,
ale prava se bude lisit, protoze nebude jiz uzaviena vsechna hmotnost planety v nasi ,, krabic¢ce*

8Tedy 0X je hranice mnoziny X. Pro X interval to jsou hraniéni body poé¢atku a konce intervalu. Kdyby
byla mnozina X ¢tyfrozmérna, tak by jeji hranice byla tfirozmérna. Integrovat obecné muzeme pres libovolné-

vvvvvv
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L= K-dS=—K -4nr?.
ov

1
P =—4nGM(r) = —367C2GQT'3.

Kdyz ddme dohromady levou a pravou stranu, dostavame

16
—K - 4mr? = —?TEGQTg,

4
K(r) = gTEG,QT.

Docela snadno jsme tedy ziskali i vysledek pro vnittek nasi planety. Samoziejmé bychom
mohli nas model homogenni planety vylepsovat dale, napriklad tak, ze bychom uvazovali zavislost
hustoty na hloubce o(r). Pokud bude tato hustota stale sféricky symetricka, pak se bude jednat
stéle o jednoduchy pripad.

Priklad - nekoneéna rovina

Zadani Mame nekonecnou rovinu s plosnou hmotnostni hustotou o. Jakd bude intenzita gra-
vitacniho pole v zdvislosti na vzddlenosti h od této desky?

Vezmeme si opét néjakou péknou krabicku. Tentokrat to bude tieba valec. Tento valec dame
tak, aby byl kolmy na nasi desku (resp. jeho osa byla na ni kolmd). Velikost ploch podstavy
si oznac¢ime jako S. Vyska valce ndm bude vlastné tuplné jedno. Presnéji feceno, abychom si
to nemuseli hned od zacatku néjak moc zduvodnovat, tak muzeme Tict, ze bude velice mala.
Nicméné diky symetrii je ziejmé, Ze gravitacni pole nebude ptisobit kolmo na plast valce a tedy
nam plast v integralu nebude viibec vystupovat. Tim navic ziskdvdme prvni informaci a to, Ze
na vzdalenosti h od desky vlastné nebude viibec zaviset. To samo miize byt prekvapivé zjisténi.
Ale vrhnéme se do urcovani velikosti tohoto gravita¢niho zrychleni.

Leva strana je prakticky ,,zdarma“ z hlediska integrovani - jenom si musime uvédomit, ze
mame dvé podstavy. Takze integrujeme pres plochu 25 a gravitacni zrychleni je vsude K

L= K-dS=-K:25.
ov

Pravé strana ndm tika néco o tom, kolik jsme do krabicky uzavieli hmoty. Té bude M = ¢S
P =—4nGM(r) = —4nGoS .

Déame obé strany do rovnice a dostavame gravitacni zrychleni

K =2n0CG.

Komplikovanéjsi verzi ulohy je tloha 28-1V-4. - tézkotonazni deska na zelvé. Tam se miizete
podivat, jak bychom mohli fesit pripad konecné velké kruhové desky a ze pokud budeme blizko
jejimu stredu a blizko nad jejim povrchem, tak dostaneme po aproximaci stejny vysledek jako
zde.
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Priklad - nekoneéna struna

Zadani Jaké bude gravitacni zrychleni ve vzddlenostir od stredu nekonecné dlouhého rovného
drdatu/struny s délkovou hustotou \.

Opét si budeme vybirat vhodnou krabicku. Tentokrat nam vhodné poslouzi vélec, ktery
bude souosy s nasim dratem ¢i strunou. Valec bude mit proménny polomér r a vysku [.

Napisme si Gaussuv zakon. Vidime, ze aby byla situace symetricka pti posouvani valce podél
struny, pak bude intenzita prochézejici podstavami rovnobézna s plochou podstavy a proto bude
v nich skalarni souc¢in nulovy. TakZe do vypoctu vstoupi jenom plast véalce. Opét piedpokladdme,
ze smér K je dovniti a proto je skalarni soucin se znaménkem —.

L=—-K-S,=-2mrlK.
Pro pravou stranu potrebujeme znat uzavienou hmotnost, coz je vlastné vyska valce krat
délkova hustota.
P =—4nGM = —4nG)I.

Dostavame vysledek

2nrl K = 4nG M = K = 2GA .
r

Gravitacni zrychleni tedy bude klesat s prvni mocninou vzdalenosti.
Mimochodem - né¢jaké verze strunové teorie uvazuji existenci n¢jakych takovych nekoneénych
strun. Ale zatim nic takového nebylo ovéreno, takze je to opét spise sci-fi, ale snad zajimavé.

Priklad - uvnitf nekoneé¢ného valce

Zadani Jaké bude gravitacni zrychleni ve vzddlenosti v od stredu nekonecné dlouhého vdlce
s hustotou o? Polomér vdlce je R.

Pokud bychom se zajimali pro oblast » > R, pak bychom dostali vlastné predeslou tlohu
s tim rozdilem, Ze nR%p = A. Tedy vysledek by mél byt K = 2rGo™™.

Nicméné se vratme k sou¢asnému zadani. Leva strana rovnice bude stejné

L=—-K- S, =—-2nrlK.

Prava strana rovnice je

P = —47GM = —4nGrrl.

Dohromady dostavame

K =2rGr.

Tedy, podobné jako u koule, jsme zjistili, ze gravita¢ni zrychleni uvnitt valce roste linearné
se vzdalenosti od jeho stredu.

1.9 Bonus - Obecna teorie relativity — kde se projevuje?

Jesté zavérem poznamenejme néjaké pripady, kdy potiebujeme obecnou teorii relativity. Predné
se jedna o pohyby v silnych gravita¢nich polich. Naptiklad chovani hmoty i svétla v okoli ¢ernych
dér a neutronovych hvézd se lisi od toho, jak by ndm to vyslo v pripadé Newtonovy gravitacni
teorie. Praktické dopady pro zivot na Zemi nejsou moc c¢asté. Cas v prizemi budov jde velice
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srovnatelné s tim, jak ubihd ve vyssich patrech. Byt z nékterych experimentii jsou méfené
takové malé rozdily, tak clovék si jich sdm nedokaze vsimnout. Nicméné jeden vysoce prakticky
dopad OTR mé na nase zivoty, a to v pripadé, ze vyuzivate navigaci pomoci GPS. Vzhledem
k tomu, ze se druzice po obézné draze pohybuji relativné rychle a vzhledem k tomu, zZe pro
urceni polohy se vyuziva méreni ¢asu, tak vzhledem k velké rychlosti svétla maly ¢asovy rozdil
dokaze vytvorit velky prostorovy rozdil. Kdybychom si chtéli spocitat, jaky ten rozdil bude
u satelitl volné obihajicich Zemi, tedy v relativné slabém gravita¢nim poli mizeme pouzit pro
dostatecné presny, byt pfiblizny vypocet, Newtonovskou aproximaci a dostaneme, Ze pro satelit
obihajici ve vysSce h nad Zemi se za ¢as méreny na Zemi tz dojde k dilataci ¢asu na satelitu

GM R —2h
At = LI
2Rc? R+ h
kde R je polomér Zemé a c rychlost svétla. Je zajimavé, ze dilatace muze byt jak kladna,
tak zaporna a pro ur¢itou vysku i nulova. Pokud bychom vzali ¢as t; = 1 den a typickou vysku
satelitu GPS h = 20200 km pak dostavame neptesnost urceni polohy danou neptesnosti urceni

Casul’]

GM R — 2h
2Rc R+ h

7 tohoto vysledku je patrné, ze by se nam GPS rozjela opravdu velice rychle tak, ze by
nebyla k uzitku, kdyby se nijak toto nekorigovalo.

Ax = cAt =

t; = —12km.

9Polohu totiz uréuji z ¢asu, ve ktery obdrzi satelit signal.
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