
Kapitola 1

Gravitace

Protoverze 0.85 – př́ıpadné připomı́nky pǐste na karel@ fykos. cz

Ćılem této kapitoly je, aby si čtenář odnesl takové znalosti, s kterými by zvládl vyřešit
velkou tř́ıdu problémů týkaj́ıćı se gravitace. Např́ıklad jde pohyb̊u planet v gravitačńım poli
Slunce či pohyb̊u měśıc̊u kolem planet. Pro to je potřeba mı́t zažité nějaké základńı znalosti
o kuželosečkách a ponět́ı o obvyklém značeńı. Z kuželoseček budeme asi nejčastěji použ́ıvat
elipsu. Dále je dobré znát Keplerovy zákony, d́ıky kterým si můžeme urychlit řešeńı mnoha
úloh. Základem naš́ı teorie gravitace pak bude Newton̊uv gravitačńı zákon. Sice již dnes v́ıme,
že neńı platný bez omezeńı a že v některých př́ıpadech je nahrazován použit́ım obecné teorie
relativity (OTR), nicméně pro valnou většinu aplikaćı ve Slunečńı soustavě je velice dobře
použitelný. Na závěr se pak pod́ıváme na Gauss̊uv zákon v gravitaci, který je obdobný tomu
z elektrostatiky, kde se často využ́ıvá.

Nebudeme se moc zabývat homogenńım gravitačńım polem a vrhy, vzhledem k tomu, že ty
jsou součást́ı jiné kapitoly.

1.1 Kuželosečky
Před samotnými gravitačńımi efekty si zopakujme (či naučme) něco o kuželosečkách.

Kuželosečky, jak název napov́ıdá, jsou křivky, které mohou vzniknout tak, že ”rozsekneme“
kužel rovinnou plochou. Přesněji řečeno máme ty kužely dva, nekonečně dlouhé, souosé, maj́ı
společný vrchol a tyto vrcholy směřuj́ı proti sobě. Některé kuželosečky źıskáváme pak také
řezy válce – pokud chceme postihnout všechny kuželosečky, pak uvažujeme jak řezy kužel̊u, tak
řezy válce.1 Jedná se o rovinné křivky a v této kapitole tedy budeme uvažovat pouze tyto dva
rozměry. Na obrázku 1.1 vid́ıte ukázky některých kuželoseček.

Základńı ”nedegerované“ kuželosečky jsou kružnice, elipsa, parabola a hyperbola. Těmi
degenerovanými jsou bod, př́ımka, dvojice př́ımek se společným bodem, dvojice paralelńıch
př́ımek.

Užitečné je vědět, jak můžeme kuželosečky vykreslit, resp. jaké vlastnosti maj́ı body těchto
křivek
• Kružnice – množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı stejnou a nenulovou vzdálenost od

bodu v této rovině (tento bod nazýváme střed kružnice)
• Elipsa – množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı stejný součet vzdálenost́ı od dvou

r̊uzných bod̊u této roviny (tyto body nazýváme ohniska elipsy)
1Tato definice se možná lǐśı od té, kterou znáte a neńı asi nejčastěǰśı, ale v této kapitole se j́ı budeme držet

a neńı až tak podstatná, protože nejv́ıce nás budou zaj́ımat ”nedegenerované“ kuželosečky, takže i kdybychom
neměli tolik degenerovaných př́ıpad̊u, tak bychom s t́ım vyšli.
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Obrázek 1.1: Ukázky kuželoseček: Bodem H procháźı kružnice se středem A, bodem C procháźı
elipsa s ohnisky A a C, bodem E procháźı parabola s ohniskem A (a ř́ıd́ıćı př́ımkou v x = −6),
bodem F procháźı jedna větev hyperboly, body BH prob́ıhá př́ımka
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Obrázek 1.2: Elipsa s označenými význačnými body a parametry

• Parabola – množina všech bod̊u v rovině, která má stejnou vzdálenost od př́ımky v této
rovině (kterou nazýváme ř́ıd́ıćı př́ımka) a bodem této roviny (který nazýváme ohniskem
paraboly)
• Hyperbola – množina všech bod̊u v rovině, pro které plat́ı, že maj́ı stejný rozd́ıl vzdálenost́ı

od dvou bod̊u (ty nazýváme ohniska hyperboly)
Na přechod mezi jednotlivými kuželosečkami se také můžeme d́ıvat např́ıklad takto2

• Kružnice je elipsa, jej́ıž dvě ohniska splynula.
• Elipsa je ”splácnutá kružnice“, tedy kružnice, kterou jsme si afinně zobrazili.
• Parabola je elipsa, jej́ıž jedno ohnisko jsme poslali do nekonečna.

1.1.1 Parametry elipsy
Na obrázku 1.2 vid́ıte jednotlivé d̊uležité parametry elipsy.
• Pr̊uvodič je úsečka spojuj́ıćı libovolný bod na elipse s ohniskem, tedy např. V3F1, SF1.
• Střed elipsy S je střed úsečky V1V2 či F1F2.
• Velká poloosa či hlavńı poloosa a je nejdeľśı spojnice středu elipsy a bodu na elipse.
• Malá poloosa či vedleǰśı poloosa b je nejkratš́ı spojnice středu elipsy a bodu na elipse.
• Př́ımka V1V2 se nazývá př́ımka apsid.
• e je lineárńı či délková excentricita. Plat́ı e2 = a2 − b2. Zde znač́ıme sice e, ale někdy se

znač́ı excentricity naopak – dávejte si na to pozor.
• ε je excentricita, numerická excentricita či č́ıselná excentricita. e = εa.
• p je parametr.
• V1 a V2 jsou hlavńı vrcholy elipsy.
• V3 je jeden za dvou vedleǰśı vrchol̊u elipsy.
• Dále uvažujeme, že v F1 je umı́stěna hvězda/centrálńı těleso.
• V1 je obecně pericentrum, nejbližš́ı bod dráhy malého tělesa od centrálńıho tělesa. V př́ıpadě

oběhu kolem Slunce jej nazýváme perihelium, kolem Země perigeum.
• V2 je obecně apocentrum, nejvzdáleněǰśı bod. U oběhu kolem Slunce jej nazýváme afe-

lium/afel, v př́ıpadě oběhu kolem Země apogeum.
2Jde o matematicky nepřesné formulace, ale snad vám trochu pomůžou pochopit, jaký je vztah mezi

některými kuželosečkami.
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Př́ıklad - insolace na Zemi, aneb kde se ty parametry hod́ı

Zadáńı Jaký je poměr insolace na Zemi v periheliu a v afeliu? Zaj́ımá nás poměr situaćı,
kdy máme Slunce v nadhlavńıku. Známe velkou poloosu dráhy a = 1,50 · 1011 m a excentricitu
ε = 0,0167.

Insolace je tok slunečńı energie dopadaj́ıćı na osvětlený povrch Země bez atmosféry. Insolace
je nepř́ımo úměrná druhé mocnině vzdálenosti od Slunce. Můžeme si to jednoduše představit
tak, že energie, kterou vyzář́ı Slunce v nějakém krátkém časovém intervalu se š́ı̌ŕı do prostoru
na povrchu sféry, která se se vzdálenost́ı zvětšuje jako r2. Vzhledem k tomu, že předpokládáme,
že se energie nikam neztráćı a je vyzařována rovnoměrně, tak tedy insolace klesá s r−2. Sa-
mozřejmě, že to neńı zcela přesné a že do toho vstupuje mnoho daľśıch faktor̊u, ale ty zde
nebudeme uvažovat. Insolaci obvykle znač́ıme Is.

Nyńı již k samotnému problému. Známe-li hlavńı poloosu a excentricitu, tak můžeme určit
vzdálenosti Země od Slunce v periheliu a v afeliu, což jsou extremálńı vzdálenosti. Jde o ap =
= a (1− ε) a aa = (1 + ε). Tedy poměr bude

aa

ap
= 1 + ε

1− ε
.= 1,034 .

Nás ale hlavně zaj́ımá poměr insolaćı, tedy

Isp

Isa
=
(1 + ε

1− ε

)2 .= 1,069 .

Slunečńı výkon, který přij́ımá Země od Slunce v pr̊uběhu, se tedy měńı až o 7 % v d̊usledku
změny vzdálenosti od Slunce.

Mohli bychom si také procvičit aproximace (a Taylor̊uv rozvoj) vzhledem k tomu, že ε < 1

Isp

Isa
=
(1 + ε

1− ε

)2
= 1 + 2ε+ ε2

1− 2ε+ ε2 ≈
1 + 2ε
1− 2ε ≈ (1 + 2ε) (1 + 2ε) ≈ 1 + 4ε .= 1,067 .

Takže vid́ıme, že bychom podobný výsledek dostali i kdybychom poč́ıtali pouze přibližně
(např. kdybychom neměli kalkulačku ani notebook). Ale je pravdou, že se v tomto výpočtu již
objevuje nepřesnost, ale stále relativně ńızká.

1.1.2 Obsah elipsy
Je dobré si pamatovat, že elipsa je opravdu vhodně ”splácnutá“ kružnice (tedy afinně) a jej́ı
obsah je

S = πab .

Tato informace se může hodit, pokud chcete využ́ıvat např́ıklad vhodně druhý Kepler̊uv zákon.
Pamatujte si to proto, že v některých matematicko-fyzikálńıch tabulkách pro středńı školy se
vzorec pro obsah elipsy neuvád́ı.

1.2 Keplerovy zákony
Johannes Kepler3 v roce 1609 publikoval své výsledky v rámci knihy Astronomia nova. Jednalo
se o opravdu mravenč́ı práci, která byla z valné části postavena na, na svou dobu velice přesných,

3 * 27. prosince 1571 ve Weil der Stadt (dnešńı Německo), * 15. listopadu 1630 v Řeznu (dnešńı Německo)
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pozorováńı Tycha de Brahe.4 Jeho pozorováńı źıskal d́ıky tomu, že byl jeho následńıkem na
dvoře Rudolfa II. v Praze - byl ćısařský matematik a astronom. V této době bylo centrum
všech možných věd i pavěd právě v Praze, kam Rudolf II. zval všechny možné osoby, které se
mohly považovat za odborńıky té doby.

Keplerovy zákony jsou z dnešńıho hlediska již pouze přibližné vztahy, ale hod́ı se nám pro
situace, kdy je většina hmoty koncentrována v jenom centrálńım tělese a toto těleso ob́ıhaj́ı daľśı
malá tělesa, která se (alespoň v našem přibĺıžeńı) neovlivňuj́ı. Za takovou soustavu můžeme
brát Slunečńı soustavu (Slunce a planety) či Jupiter a jeho měśıce.

1.2.1 Prvńı Kepler̊uv zákon
Jedno z možných zněńı je ”Planety ob́ıhaj́ı kolem Slunce po eliptických drahách, v je-
jichž jednom společném ohnisku je Slunce.“

To bylo na svou dobu hodně pokrokové, protože t́ım jednak zavrhl geocentrický systém a na
druhou stranu z pozorováńı správně určil, že se jedná o elipsu a ne že by šlo o jinou křivku. Je
to dokonce o to zaj́ımavěǰśı z toho hlediska, že i když elipsa je správný popis,5 tak v jeho době
dával geocentrický systém s velkým množstv́ım r̊uzných kružnic někdy i přesněǰśı předpovědi.

Prvńı Kepler̊uv zákon, a ostatně i daľśı dva Keplerovy zákony, si můžeme ovšem zobecnit,
že plat́ı pro jakoukoliv soustavu, kde je pouze jedno velice hmotné centrálńı těleso a pak jedno
č́ı v́ıce málo hmotných těles (pokud srovnáme jejich celkovou hmotnost s centrálńım tělesem),
které se k sobě nepřibližuj́ı tak, aby se znatelně gravitačně (či jinak) ovlivňovala. Takže můžeme
např́ıklad trajektorie měśıc̊u kolem planet obvykle velice dobře považovat za elipsy.

1.2.2 Druhý Kepler̊uv zákon
Jedna z běžných formulaćı je Obsahy ploch opsaných pr̊uvodičem planety za stejný čas
jsou stejně velké.

Jinak formulováno by to mohlo být, že plošná rychlost malého tělesa je konstantńı. Jde
vlastně o zákon zachováńı momentu hybnosti soustavy. Plošnou rychlost znač́ıme obvykle w.
Často může být vhodné vyjádřeńı plošné rychlosti

w = 1
2vprp = 1

2vara = 1
2 |v× r| ,

kde vp je rychlost v pericentru, rp vzdálenost oběžnice od centrálńıho tělesa v pericentru,
va a ra obdobně pro apocentrum a v je rychlost v obecném bodě dráhy, r je jej́ı velikost, ×
znač́ı vektorový součin a svisĺıtka jeho velikost. Pokud byste na jednu polovinu zapomněli, tak
to obvykle nevad́ı, protože vám jde jenom o to, že se plošná rychlost zachovává a pronásobeńı
konstantou nám nevad́ı.

4 * 14. prosince 1546, Knudstrup (Dánsko), * 24. ř́ıjna 1601 v Praze
Studoval filosofii a rétoriku v Kodani a práva v Lipsku. Po roce 1565, kdy zdědil značné jměńı, se začal naplno
věnovat svým końıčk̊um – alchymii a zejména astronomii. Později studoval chemii v Augsburgu. Působil nějakou
dobu v rodném Dánsku, značnou část života strávil cestováńım po Evropě.

V roce 1599 byl pozván Rudolfem II. do Prahy. Zde p̊usobil jako dvorńı ćısařský astronom. Od ćısaře dostal
prop̊ujčen zámek v Benátkách nad Jizerou, který začal upravovat na observatoř. Právě sem pozval Keplera.
Tycho Brahe zastával svým zp̊usobem hybridńı teorii, že Země je sice středem vesmı́ru, ale ob́ıhá kolem ńı
pouze Slunce a Měśıc, zat́ımco ostatńı planety ob́ıhaj́ı kolem Slunce. Teorie byla kompromisem mezi tradičńım
geocentrickou teoríı a heliocentrismem. V astrologii zastával názor, že hvězdy sice ovlivňuj́ı děńı na Zemi, ale
ne až do takové mı́ry, že by byly události jednoznačně předurčeny.

5Pokud tedy nechceme uvažovat relativistické efekty, p̊usobeńı planet na sebe navzájem apod.
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Př́ıklad - excentricita z poměru rychlost́ı

Zadáńı Známe poměry rychlost́ı v pericentru a apocentru oběhu planety kolem svoj́ı hvězdy
K = vp/va = 1.2. Jaká je excentricita oběžné dráhy planety ε?

Naṕı̌seme si zákona zachováńı plošné rychlosti pro pericentrum a apocentrum (což můžeme
udělat už rovnou bez těch polovin)

2w = vprp = vara ,

kde si ale uvědomı́me, že plat́ı rp = a− e = a(1− ε) a ra = a(1 + ε). Tedy dostáváme

K = vp

va
= a(1 + ε)
a(1− ε) , ⇒ K(1− ε) = 1 + ε ,

ε = K − 1
K + 1

.= 0,091 .

Excentricita oběžné dráhy planety je 0,091.

1.2.3 Třet́ı Kepler̊uv zákon
Klasická formulace je: Poměr druhých mocnin oběžných dob dvou planet je stejný
jako poměr třet́ıch mocnin jejich hlavńıch poloos. Můžeme tedy psát

a3
1
a3

2
= T 2

1
T 2

2
,

kde a1 je hlavńı poloosa jednoho tělesa a a2 druhého, T1 je oběžná doba prvńı tělesa a T2
druhého. Opět můžeme uvažovat soustavy měśıc̊u ob́ıhaj́ıćıch kolem planety za rovnocenné pro
použit́ı tohoto vzorce – pouze hodnoty a3/T 2 budou pro každou soustavu jiné.

Př́ıklad - oběžná doba Phobosu

Zadáńı Známe oběžnou dobu Deimosu TD = 1,262 dne a hlavńı poloosu jeho trajektorie aD =
= 23 460 km. Jaká je oběžná doba Phobosu, v́ıme-li, že jeho hlavńı poloosa je aP = 9 380 km?

Phobos a Deimos jsou oba dva měśıce Marsu. Př́ımočaře využijeme vztah

a3
D
a3

P
= T 2

D
T 2

P
,

TP =

√√√√a3
P
a3

D
TD

.= 0,319 dne .

Vypočtená oběžná doba Deimosu je 0,319 dne, což odpov́ıdá tabulkové hodnotě. Zaj́ımavé
pozorováńı je také, že můžeme využ́ıt vztah v jakýchkoliv jednotkách, pokud časy dosazujeme
v jedné jednotce a také hlavńı poloosy. Takže u planet se často použ́ıvaj́ı roky a AU (astrono-
mické jednotky).

1.3 Newton̊uv gravitačńı zákon
Newton̊uv gravitačńı zákon asi znáte jako

F = G
m1m2

r2 ,
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kde G .= 6,67 · 10−11 N·kg−2·m2 = 6,67 · 10−11 kg−1·m3·s−2 je Newtonova gravitačńı kon-
stanta, m1 a m2 jsou hmotnosti dvou hmotných bod̊u, které na sebe gravitačně p̊usob́ı a r je
jejich vzdálenost.6 Je dobré si pamatovat hodnotu gravitačńı konstanty – jednodušš́ı může být
pamatovat si, že je to přibližně 10 · 10−10 v základńıch jednotkách SI.

Přesněǰśı zápis, který obsahuje i informaci o tom, že jde o vektorovou veličinu, může být

F = −Gm1m2

r2 er = −Gm1m2

r3 r ,

kde bfer = r/r je jednotkový vektor ve směru r. Samozřejmě značeńım r mysĺıme velikost
vektoru r, což je polohový vektor, který źıskáme jako rozd́ıl polohových vektor̊u těles v prostoru.

Co nám tento vztah ř́ıká? Jednak vid́ıme, že gravitačńı śıla lineárně záviśı na hmotnostech
obou těles. Pak to, že je úměrná nějaké konstantě G, která je docela malá7 a zejména to, že
śıla p̊usob́ıćı mezi tělesy klesá s kvadrátem/čtvercem vzdálenosti.

Důležité je pozorováńı, že pokud máme dvě koule se sféricky symetricky rozloženou hustotou,
pak plat́ı tento vztah přesně pro śılu mezi těmito koulemi. Zd̊uvodněńı by bylo nejsṕı̌se plné
integrál̊u a tak si ho odpust́ıme.

Odvozeńı třet́ıho Keplerova zákona z Newtonova gravitačńıho zákona

Pokud bychom chtěli, mohli bychom si odvodit třet́ı Kepler̊uv zákon z úvah o Newtonově
gravitačńım zákonu a dostředivé śıle i pro obecnou elipsu, ale v rámci jednoduchosti si to
ukážeme pouze pro pohyb po kružnici, ale můžete věřit, že to funguje obecně.

Mějme hmotný bod o hmotnosti m ob́ıhaj́ıćı těžké těleso o hmotnosti M ve vzdálenosti r.
Malé těleso ob́ıhá po kružnici a tak, pokud se d́ıváme z inerciálńı soustavy souřadné, tak je
nutné, aby se vyrovnala gravitačńı śıla Fg = GmM/r2 a dostředivá śıla Fd = mv2/r, kde v je
oběžná rychlost.

Fg = Fd = G
mM

r2 = m
v2

r
, ⇒ v2 = G

M

r
.

T́ım jsme źıskali oběžnou rychlost. Nyńı si uvědomı́me, že rychlost si můžeme také vyjádřit
jako jeden oběh dokola po dráze 2πr za jednu periodu T .

4π2r2

T 2 = G
M

r
,

r3

T 2 = GM

4π .

Vid́ıme tedy, že pokud bude naše hmotné těleso M ob́ıhat v́ıce (lehkých či neinteraguj́ıćıch)
hmotných bod̊u, pak pod́ıl třet́ı mocniny jejich poloměru dráhy a druhé mocniny periody bude
konstantńı.

1.4 Potenciálńı energie a zákon zachováńı mechanické
energie

1.4.1 Zákon zachováńı mechanické energie
Před explicitńı definićı potenciálńı energie si zopakujme, že obecně se nám energie v systémech
zachovává. Pokud nám tedy nějaká ”miźı“, tak se muśı přeměňovat na nějakou jinou či se nějak

6Upozorňujeme, že SŠ učebnice vytrvale použ́ıvaj́ı κ, ale správněǰśı, podle norem, je použ́ıváńı G. Takže toho
se budeme držet dále, ale na svých středńıch školách možná raději pǐste κ, pokud se toho váš učitel drž́ı.

7Ve srovnáńı s k = 1/(4πε), které máme v elektromagnetismu, který budeme prob́ırat až později.
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ukládat a pokud je náš systém opravdu uzavřený, tak by neměla ”vytéct“ někam pryč.
Z naš́ı běžné zkušenosti zákonu mechanické energie často lidé moc nevěř́ı. Je to docela

dobře zd̊uvodnitelné t́ım, že všude kolem nás je r̊uzné třeńı, r̊uzné odpory atd. Takže pokud
hod́ıme hoṕık na zem, tak se sice odraźı do docela vysoké výšky, ale zpravidla do výrazně nižš́ı
než p̊uvodńı. Zálež́ı samozřejmě na vzduchu a na povrchu, od kterého se odráž́ı, ale časem
se odrážet přestane. Tedy může se zdát, že energie se ztráćı. Ale jak jistě dobře v́ıte, měńı
se např́ıklad na energii zvuku, který slyš́ıme, a teplo, které mı́ček a okoĺı zahř́ıvá. Také se
může kinetická energie při dopadu, který neńı kolmý, přeměnit např́ıklad na rotačńı kinetickou
energii.

Nicméně nejsme tu od toho, abychom to hodnotili ”při zemi“, ale bude nás zaj́ımat zákon
zachováńı mechanické energie pro nebeská tělesa. To je ale právě daleko lepš́ı situace, protože
v meziplanetárńım prostoru je zpravidla lepš́ı vakuum než v lecjaké laboratoři. Takže třeńı se
výrazně na tělesech neprojevuje. Výjimkou však mohou být komety a malá tělesa, která se
přibĺıž́ı do bĺızkosti Slunce či vstouṕı do atmosféry nějaké planety. Tělesa, která vstouṕı do
atmosféry se začnou o ni zpomalovat. Slunce může zp̊usobit zahřát́ı tělesa na takovou teplotu,
že se začne, alespoň povrch, odpařovat a vyletuj́ıćı plyny a prach mohou měnit dráhu komety.
To ale už patř́ı sṕı̌se do kapitoly astrofyziky.

Tedy pamatujeme si, že bude velice dobře platit

∆Ep = −∆Ek = −∆W ,

kde Ep je potenciálńı energie Ek je kinetická energie W je práce. Nebo můžeme psát, že

Ep + Ek = konst.

1.4.2 Potenciálńı energie
Vztah mezi potenciálńı energíı a j́ı př́ıslušej́ıćı silou, je obecně

Ep = −
ˆ

F · ds .

Můžeme tedy vyj́ıt z gravitačńı śıly mezi dvěma hmotnými body, umı́stit těleso, v̊uči němuž
určujeme potenciálńı energii do počátku soustavy souřadné a integrovat od nějakého vhodného
referenčńıho mı́sta. Toto mı́sto bude pro nás nekonečno, protože jak uvid́ıme, tak máme zrovna
problém v počátku soustavy souřadné. Také si uvědomı́me, že potenciálńı energie bude záviset
jenom na vzdálenosti od soustavy souřadné, tedy radiálńı souřadnici r.

Ep = −
ˆ ∞

R

G
mM

r2 dr = GmM

ˆ ∞
R

1
r2dr = −GmM

[
−1
r

]∞
R

= −GmM
(
− 1
R

+ 0
)
.

Gravitačńı potenciálńı energie je tedy

Ep(r) = −GmM
r

.

Samozřejmě, že je to pro hmotný bod, ale můžeme použ́ıt princip superpozice a rozš́ı̌rit to
snadno na N hmotných bod̊u a př́ıpadně kdybychom potřebovali i hustoty.

Př́ıklad - energie Země

Zadáńı Jakou potenciálńı energii má Země v̊uči Slunci? Tedy jakou energii bychom museli
Zemi minimálně dodat, aby mohla opustit Slunečńı soustavu?
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Hmotnost Země je MZ = 5,97 · 1024 kg, hmotnost Slunce MS = 1,99 · 1030 kg, středńı
vzdálenost Země od Slunce je R = 1,50 · 1011 m.

Ep = −GMZMS

R2
.= 5,3 · 1032 J .

Potenciálńı energie Země v poli Slunce je 5,3 · 1032 J.

1.5 Gravitačńı potenciál
Gravitačńı potenciál ϕ(r) je veličina, která určuje potenciálńı energii na jednotkovou hmotnost.
Tedy pro hmotný bod bude

ϕ(r) = Ep(r)
m

= −GM
r

.

Může se nám hodit, pokud nás zaj́ımá, jak vypadá pole kolem nějakého rozložeńı hmoty,
ale přitom nám nejde o to, jaké by byly hodnoty pro konkrétńı těleso, které by bylo v tomto
poli, ale obecně testovaćı částici.

1.6 Intenzita gravitačńıho pole
Intenzita gravitačńıho pole je śıla na jednotkovou hmotnost, tedy

K = Fg

m
= G

M

r2 r0 .

Vzhledem k tomu, že, jak dobře v́ıme, plat́ı také F = ma, je vlastně intenzita gravitačńıho
pole současně i gravitačńım zrychleńım. Z toho d̊uvodu budeme v následuj́ıćım textu oba dva
pojmy zaměňovat, byt’ jsme se k nim dostali z jiného pohledu.

Ve středoškolských př́ıkladech se použ́ıvá sṕı̌se ve vykonstruovaných úlohách. Ale bude se
nám hodit v Gaussově zákonu.

1.7 T́ıhové vs. gravitačńı zrychleńı
Celou kapitolu věnujeme jednomu, relativně jednoduchému poznatku a to, že t́ıhové a gra-
vitačńı zrychleńı obecně neńı to samé. Sice je to sṕı̌se tématem pro pohyby v homogenńım
gravitačńım/t́ıhovém poli, ale neuškod́ı si to znovu připomenout.

T́ıhové zrychleńı na povrchu nějakého tělesa je tvořeno složkou gravitačńıho zrychleńı a slož-
kou, která je d̊usledkem rotace tohoto tělesa – odstředivou silou. V některých př́ıpadech mohou
oba pojmy splynout – na vhodném mı́stě či na nerotuj́ıćım tělese.

Je vhodné si pamatovat, že při pohybech na povrchu Země nás tedy zaj́ımá obvykle t́ıhové
zrychleńı a to bývá obvykle zadáno. Gravitačńı zrychleńı by pak bylo vyšš́ı.

1.8 Gauss̊uv zákon
Gauss̊uv zákon se nám může hodit u určováńı gravitačńı intenzity u symetrických objekt̊u

‹
∂V

K · dS = −4πGM ,
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kde V je nějaký objem ohraničený nějakou dvourozměrnou plochou, kterou znač́ıme ∂V
– takto se obvykle znač́ı hranice nějaké množiny.8 Integrujeme K intenzitu gravitačńıho pole
přes jednotlivé plošné elementy dS. Uvedený vzoreček plat́ı obecně pro libovolně kompliko-
vané plochy s t́ım, že nesmı́te zapomenout na to, že ty plošky jsou orientované a je potřeba
poč́ıtat skalárńı součin. Kladná orientace té hraničńı plochy je směrem ven z uzavřené oblasti.
V následuj́ıćıch př́ıkladech budeme vyb́ırat sice vhodné plochy, kde je intenzita gravitačńıho
pole kolmá na plochu, kterou budeme poč́ıtat. M je pak hmotnost uzavřená naš́ı plochou.

Následuj́ıćı př́ıklady jsou, kromě prvńıho, trochu z kategorie sci-fi, aby byly jednoduché. I tak
je ale zaj́ımavé zjistit, jak nám to vyjde, protože to může být alespoň v nějakých př́ıpadech
vhodné přibĺıžeńı. V elektromagnetické analogii pak nekonečná rovina či nekonečný válec budou
docela pěkné aproximace toho, když se něco děje v bĺızkosti vodivé desky či dlouhého vodiče.

Gauss̊uv zákon někdy bývá taky nazýván slangově”krabičkový“, protože si obvykle vyb́ıráme
nějaký pěkný tvar krabičky, do kterého něco uzav́ıráme a na základě toho poč́ıtáme intenzitu
gravitačńıho pole.

V následuj́ıćıch př́ıkladech budeme značit L levou stranu rovnice a P pravou stranu rovnice.

Př́ıklad - gravitačńı zrychleńı uvnitř a kolem vodńı planety

Zadáńı Máme nerotuj́ıćı kulovou homogenńı planetu tvořenou kapalinou s hustotou %. Planeta
má poloměr R. Jaké bude gravitačńı zrychleńı v závislosti na vzdálenosti r od středu planety?
Nic jiného samozřejmě v našem vesmı́ru neńı...

Intenzita gravitačńıho pole je to samé jako gravitačńı zrychleńı. Úloha je sféricky symetrická
a proto budeme brát plochy jako sféry o poloměru r. Jak bylo předznamenáno, tak máme plochu
kolmou na intenzitu gravitačńıho pole a tak se skalárńı součin měńı na jednoduchý součin. Úlohu
si rozděĺıme na dvě části. Nejdř́ıve vyřeš́ıme př́ıpad pro vzdálenosti r ≥ R a následně pak r ≤ R.

Gauss̊uv zákon si tedy můžeme přepsat jako

L =
‹

∂V

K · dS = −K · 4πr2 .

Integrace nám tedy přešla jenom na násobeńı. Proč? Protože K má konstantńı velikost na
celé ploše a tedy integrujeme jedničku přes plochu 4πr. Jediný detail je tedy, že nám vypadlo
−, což je dáno t́ım, že předpokládáme, že intenzita směřuje směrem do středu a kladný smysl
integrováńı je směr ven z množiny. Kdybychom tam nechali +, tak by to nebyl nějaký problém,
ale K by nám nakonec vyšlo záporné a tedy bychom nám stejně vyšlo, že intenzita směřuje ke
středu planety.

V př́ıpadě r ≥ R máme všechnu hmotnost uzavřenou v naš́ı ploše, tedy celkovou hmotnost
planety.

P = −4πGM = −4πG%V − 16
3 π

2G%R3 .

Dostáváme tedy intenzitu gravitačńıho pole v závislosti na r, tedy

K(r) = 4
3πG%

R3

r2 .

Vid́ıme, že gravitačńı zrychleńı nad povrchem planety klesá se druhou mocninou vzdálenosti
a pak již pouze na konstantách – hmotnosti planety a G.

Nyńı se pod́ıvejme na situaci uvnitř naš́ı planety. Levá strana Gaussova zákona bude stejná,
ale pravá se bude lǐsit, protože nebude již uzavřená všechna hmotnost planety v naš́ı ”krabičce“

8Tedy ∂X je hranice množiny X. Pro X interval to jsou hraničńı body počátku a konce intervalu. Kdyby
byla množina X čtyřrozměrná, tak by jej́ı hranice byla tř́ırozměrná. Integrovat obecně můžeme přes libovolně-
rozměrnou množinu, akorát je to ve v́ıce rozměrech trochu složitěǰśı.
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L =
‹

∂V

K · dS = −K · 4πr2 .

P = −4πGM(r) = −16
3 π

2G%r3 .

Když dáme dohromady levou a pravou stranu, dostáváme

−K · 4πr2 = −16
3 πG%r

3 ,

K(r) = 4
3πG%r .

Docela snadno jsme tedy źıskali i výsledek pro vnitřek naš́ı planety. Samozřejmě bychom
mohli náš model homogenńı planety vylepšovat dále, např́ıklad tak, že bychom uvažovali závislost
hustoty na hloubce %(r). Pokud bude tato hustota stále sféricky symetrická, pak se bude jednat
stále o jednoduchý př́ıpad.

Př́ıklad - nekonečná rovina

Zadáńı Máme nekonečnou rovinu s plošnou hmotnostńı hustotou σ. Jaká bude intenzita gra-
vitačńıho pole v závislosti na vzdálenosti h od této desky?

Vezmeme si opět nějakou pěknou krabičku. Tentokrát to bude třeba válec. Tento válec dáme
tak, aby byl kolmý na naši desku (resp. jeho osa byla na ni kolmá). Velikost ploch podstavy
si označ́ıme jako S. Výška válce nám bude vlastně úplně jedno. Přesněji řečeno, abychom si
to nemuseli hned od začátku nějak moc zd̊uvodňovat, tak můžeme ř́ıct, že bude velice malá.
Nicméně d́ıky symetrii je zřejmé, že gravitačńı pole nebude p̊usobit kolmo na plášt’ válce a tedy
nám plášt’ v integrálu nebude v̊ubec vystupovat. T́ım nav́ıc źıskáváme prvńı informaci a to, že
na vzdálenosti h od desky vlastně nebude v̊ubec záviset. To samo může být překvapivé zjǐstěńı.
Ale vrhněme se do určováńı velikosti tohoto gravitačńıho zrychleńı.

Levá strana je prakticky ”zdarma“ z hlediska integrováńı - jenom si muśıme uvědomit, že
máme dvě podstavy. Takže integrujeme přes plochu 2S a gravitačńı zrychleńı je všude K

L =
‹

∂V

K · dS = −K · 2S .

Pravá strana nám ř́ıká něco o tom, kolik jsme do krabičky uzavřeli hmoty. Té bude M = σS

P = −4πGM(r) = −4πGσS .

Dáme obě strany do rovnice a dostáváme gravitačńı zrychleńı

K = 2πσG .

Komplikovaněǰśı verźı úlohy je úloha 28-IV-4. - těžkotonážńı deska na želvě. Tam se můžete
pod́ıvat, jak bychom mohli řešit př́ıpad konečně velké kruhové desky a že pokud budeme bĺızko
jej́ımu středu a bĺızko nad jej́ım povrchem, tak dostaneme po aproximaci stejný výsledek jako
zde.
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Př́ıklad - nekonečná struna

Zadáńı Jaké bude gravitačńı zrychleńı ve vzdálenosti r od středu nekonečně dlouhého rovného
drátu/struny s délkovou hustotou λ.

Opět si budeme vyb́ırat vhodnou krabičku. Tentokrát nám vhodně poslouž́ı válec, který
bude souosý s naš́ım drátem či strunou. Válec bude mı́t proměnný poloměr r a výšku l.

Napǐsme si Gauss̊uv zákon. Vid́ıme, že aby byla situace symetrická při posouváńı válce podél
struny, pak bude intenzita procházej́ıćı podstavami rovnoběžná s plochou podstavy a proto bude
v nich skalárńı součin nulový. Takže do výpočtu vstouṕı jenom plášt’ válce. Opět předpokládáme,
že směr K je dovnitř a proto je skalárńı součin se znaménkem −.

L = −K · Spl = −2πrlK .

Pro pravou stranu potřebujeme znát uzavřenou hmotnost, což je vlastně výška válce krát
délková hustota.

P = −4πGM = −4πGλl .

Dostáváme výsledek

2πrlK = 4πGλl ⇒ K = 2Gλ
r

.

Gravitačńı zrychleńı tedy bude klesat s prvńı mocninou vzdálenosti.
Mimochodem - nějaké verze strunové teorie uvažuj́ı existenci nějakých takových nekonečných

strun. Ale zat́ım nic takového nebylo ověřeno, takže je to opět sṕı̌se sci-fi, ale snad zaj́ımavé.

Př́ıklad - uvnitř nekonečného válce

Zadáńı Jaké bude gravitačńı zrychleńı ve vzdálenosti r od středu nekonečně dlouhého válce
s hustotou %? Poloměr válce je R.

Pokud bychom se zaj́ımali pro oblast r > R, pak bychom dostali vlastně předešlou úlohu
s t́ım rozd́ılem, že πR2% = λ. Tedy výsledek by měl být K = 2πG%R2

r
.

Nicméně se vrat’me k současnému zadáńı. Levá strana rovnice bude stejná

L = −K · Spl = −2πrlK .

Pravá strana rovnice je

P = −4πGM = −4πGπr2l .

Dohromady dostáváme

K = 2πGr .

Tedy, podobně jako u koule, jsme zjistili, že gravitačńı zrychleńı uvnitř válce roste lineárně
se vzdálenost́ı od jeho středu.

1.9 Bonus - Obecná teorie relativity – kde se projevuje?
Ještě závěrem poznamenejme nějaké př́ıpady, kdy potřebujeme obecnou teorii relativity. Předně
se jedná o pohyby v silných gravitačńıch poĺıch. Např́ıklad chováńı hmoty i světla v okoĺı černých
děr a neutronových hvězd se lǐśı od toho, jak by nám to vyšlo v př́ıpadě Newtonovy gravitačńı
teorie. Praktické dopady pro život na Zemi nejsou moc časté. Čas v př́ızemı́ budov jde velice
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srovnatelně s t́ım, jak ub́ıhá ve vyšš́ıch patrech. Byt’ z některých experiment̊u jsou měřené
takové malé rozd́ıly, tak člověk si jich sám nedokáže všimnout. Nicméně jeden vysoce praktický
dopad OTR má na naše životy, a to v př́ıpadě, že využ́ıváte navigaci pomoćı GPS. Vzhledem
k tomu, že se družice po oběžné dráze pohybuj́ı relativně rychle a vzhledem k tomu, že pro
určeńı polohy se využ́ıvá měřeńı času, tak vzhledem k velké rychlosti světla malý časový rozd́ıl
dokáže vytvořit velký prostorový rozd́ıl. Kdybychom si chtěli spoč́ıtat, jaký ten rozd́ıl bude
u satelit̊u volně ob́ıhaj́ıćıch Zemi, tedy v relativně slabém gravitačńım poli můžeme použ́ıt pro
dostatečně přesný, byt’ přibližný výpočet, Newtonovskou aproximaci a dostaneme, že pro satelit
ob́ıhaj́ıćı ve výšce h nad Zemı́ se za čas měřený na Zemi tZ dojde k dilataci času na satelitu

∆t = GM

2Rc2
R− 2h
R + h

tZ ,

kde R je poloměr Země a c rychlost světla. Je zaj́ımavé, že dilatace může být jak kladná,
tak záporná a pro určitou výšku i nulová. Pokud bychom vzali čas tZ = 1 den a typickou výšku
satelitu GPS h = 20 200 km pak dostáváme nepřesnost určeńı polohy danou nepřesnost́ı určeńı
času9

∆x = c∆t = GM

2Rc
R− 2h
R + h

tZ
.= −12 km .

Z tohoto výsledku je patrné, že by se nám GPS rozjela opravdu velice rychle tak, že by
nebyla k užitku, kdyby se nijak toto nekorigovalo.

9Polohu totiž určuj́ı z času, ve který obdrž́ı satelit signál.
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