Kapitola 1

Lagrangeovy rovnice II. druhu prakticky

Verze 0.51 — pripadné pripominky piste na karel@fykos.cz

1.1 Pojmy, tvodni poznamky

Tento text je vénovan vysvétleni Lagrangeovych rovnic z uzivatelského a aplikacniho hlediska. Ne-
budeme se vénovat jejich odvozeni a diikazu jejich korektnosti. Budeme se vénovat, ze zac¢atku pri-
mitivnim, tloham, na které je vyuziti tohoto postupu jako , kanén na vrabce“, ale pro pochopeni
zakladu pouziti je vhodné zac¢it u takto jednoduchych tloh. Uvidime, Ze ndm tato metoda dava
stejné vysledky jako Newtonovy pohybové rovnice. Elegantnosti pak bude mozné vyuzit pozdéji na
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Nejprve nékolik poznamek k tomu, co budeme délat a jak.

Teoretickd mechanika Budeme vyuzivat klasickou, deterministickou mechaniku bez relativis-
tickych, kvantovych a pripadnych dalsich efektii. Pokud neni fec¢eno jinak, fesime situaci v inercialni
soustave souradné. Postup lze zobecnit napriklad pro specidlni teorii relativity, ale tento text je spise
uvodni.

Souradnice a stupné volnosti Budeme pouzivat jak kartézské (z,y, z), tak kiivocaré souradnice
(¢', 4%, ¢3) tak, abychom pouZili pocet souradnic presné odpovidajici po¢tu stupiiti volnosti — tim bude
pohyb plné popsan a soucasné nebudeme zbytecné uvazovat nadbytecné souradnice. Stupen volnosti
je, jak nazev napovida, jeden rozmér, ve kterém se mize hmotny bod ¢i téleso pohybovat. Pro lepsi
pochopeni, jak ur¢it tento pocet uved me nékolik ukdzek

o Hmotny bod, ktery se miize pohybovat pouze v jedné ptimce, ma jeden stupen volnosti. Obecnéji
pak jde o jeden stupen volnosti, pokud se mtize pohybovat bod po néjaké kiivce.

o Hmotny bod, ktery se mize pohybovat v roviné, ma dva stupné volnosti. Tuto rovinu ale mtizeme
mit napiiklad i néjak zahnutou, tedy pokud je hmotny bod vazan na sféru, pak jde také o dva
stupné volnosti.

o Téleso, napt. deska ¢i disk, pohybujici se pouze v jedné roviné, ale s moznosti se otacet v jedné
ose, ma t¥i stupné volnosti. Jde o dva transla¢ni (v jedné a druhé ose) a treti je pak rotacni.

e Hmotny bod v tfidimenzionalnim prostoru ma tii stupné volnosti.

o Téleso v tfidimenzionalnim prostoru ma Sest stupni volnosti. Jde o tii transla¢ni, jako ma
hmotny bod, a navic tfi rotacni, protoze se muze otacet kolem svych tii os.

e Dva hmotné body v 3D prostoru maji 6 stupni volnosti.

o Kazda castice v jednoatomovém idealnim plynu mé 3 stupné volnosti. Tedy plyn o N ¢asticich
ma 3N stupnu volnosti.
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o Za rozumnych predpokladi o neprilis vysoké teploté muzeme predpokladat, ze dvouatomova
molekula ma 5 stupnt volnosti, protoze atomy miizeme relativné dobtfe povazovat za hmotné
body (kdyz se otoci, tak nepozndme rozdil) a chemickd vazba je vazba, kterd v tomto pripadé
ubere jeden stupen volnosti.

e Obecné plati, ze pocet stupniu volnosti je pocet stupnu volnosti volnych bodi, ¢astic ¢i téles
bez poctu vazeb. Pro molekuly (za rozumnych predpokladi o neprilis vysoké teploté) tedy plati
n = 3N — v, kde je pocet chemickych vazeb.

Obrazek Vzdycky je dobré si k dané tloze nejdriv nakreslit prehledny obrazek a zavést si co nej-
vhodnéjsi soustavu souradnou. Dilezité je mit jasno v tom, jaké souradnice vyuzivame a jaky budou
mit vztah k potencidlni energii. V tomto textu jsou obrazky jenom nékde, coz je ale zejména kvili
lenosti kreslit vsechny obrazky pékné na pocitaci.

Odporové sily Pro jednoduchost budeme uvazovat pohyb bez odporovych sil, a tedy konzervativni
potencialova pole. Metoda by se dala sice dale o nekonzervativni pole rozsirit, ale tomu se vénovat
nebudeme.

Znaceni Kinetickd energie se ve vysokoskolské literature vétsinou znac¢i T a potencidlni energie V'
a toto znaceni budeme v tomto textu dodrzovat. Tihové zrychleni budeme znacit g.

Explicitné si v odstavci o souradnicich vSimnéte, Ze se horni pravy index nebude vzdy pouzivat
pro mocniny, ale i pro udani soufadnice. Pokud jsou vase soufadnice ¢', pak jejich n-t4 mocnina bude
(¢))", tedy naptiklad druhd mocnina tieti soufadnice bude (q3)2. Pokud bychom chtéli tfeti a vyssi
derivaci, coz asi chtit nebudeme, ale kdyby, tak bychom znacili k-tou derivaci :—té soutadnice jako
(qi)(n) — rozliseni jestli jde o mocninu ¢i o derivaci spociva ve vyuziti zavorek. Pokud bychom chtéli
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tfeba druhou mocninu tfeti derivace ¢tvrté souradnice, pak bychom psali ((q4)( )> . Pozor na to, ze
VRSN NV . 2\ (1)
zaménéni poradi derivace a mocnéni (vétsinou) da jiny vysledek, napt. ((q4) ) :
Casové derivace pak zna¢ime pomoci tecek, tedy & je prvni casova derivace souradnice x, obdobné

Z je druha casova derivace x. Davejte si pozor na rozdil iplnymi a parcialnimi derivacemi. Znaceni
jinak vyuzivame stejné jako v textu o derivacich.

1.2 Obecny postup

1. Idedlné si nakreslime obrazek/nacértek nebo se minimalné zamyslime nad nasim problémem.
Uréime pocet stupnu volnosti n a zavedeme vhodné zobecnéné souradnice ¢/, j = 1,...,n (tedy
n parametru ¢ jednozna¢né popisujicich pohyb soustavy v souladu s vazbami).

2. Vyjadiime kartézské souradnice z* pomoci zobecnénych soutadnic ¢/, tj. ur¢ime vztahy z'(¢, t),
kdei=1,...,3N,j=1,...,n (kde N je pocet ¢astic).

3. Vypocteme kartézské rychlosti

aodat _dop
x:dt:a[x (q (t),t)}.

4. Dosazenim do definice kinetické energie
13N dzt\ 2
T=- il —
o2 ()

ziskdme T = (¢’,¢,t). V pripadé, Ze mame tuhé téleso, tak nesmime zapomenout i rotatni
energii. Pfesnéji bychom totiz méli integrovat pres malé kousky a rychlosti téchto malych kouskii.



5. Dosazenim z'(¢’,t) do potencidlu energie V() vypocteme V (g7, t).
6. Stanovime Lagrangeovu funkci (Lagrangian) L =17 — V.

7. Derivovanim Lagrangeovy funkce ziskame Lagrangeovy pohybové rovnice

d oLy _oL _,
dt \9gi )~ 9gi

Tyto rovnice pak fesime. Obvykle se snazime analyticky, kdyz to lze, ale miizeme je také resit
numericky.

1.3 Volna hmotna castice

Jedna se pouze o velice jednoduchy priklad na ilustraci principu

pouziti Lagrangeovych rovnic. Vysledek neni nijak prekvapivy a je- A
nom ovérime, ze plati prvni Newtontv zdkon, tedy ze téleso, na
které nepusobi néjaka vysledna sila, se pohybuje v inercidlni sou-
stavé souradné rovnomérné primocare ¢i zustava na miste. -----------

1. Pocet stupnu volnosti  n = 3.
2. Pro teseni je vhodné pouzit kartézské soutadnice.
3. 4,7, 2

4. Kinetickd energie T = sm(d? + ¢* + 2%). x

5. Potencidlni energie (¢astice je volnd) V = 0.

...............

6. Lagrangian

1 5 5 Obrazek 1.1: Souradnice bodu
L:T—V:§m(x + 9+ 27).

7. Derivujeme

oo _ . oL_ . OL_ . 0L _OL_ 9L |
e PR A PR

Sestavime pohybové diferencidlni rovnice. V tomto pripadé jsou tii, protoze mame tii stupné volnosti
a jsou nezavislé, protoze pohyb v jednotlivych osach je nezavisly.
&(mx):mxzo,my:(),mz:() = i=0,y5=0,2=0.

Integrovanim rovnic dostavame © = C; = 1 =Cit+Cy,y=Cst+Cy, z = Cst + Cq, kde
C1, 0y, C5,Cy, C5 a Cg jsou konstanty odpovidajici po¢atecnim podminkam. Tedy jak vidime, Ze to
jsou konstanty odpovidajici poc¢atecni poloze a pocatecni rychlosti. Mlzeme je samoziejmé oznacit
jinak, napf. x = vt + o, y = vyt + Yo, 2 = V.t + 2.



1.4 Svisly vrh (vzharu/doli/volny pad) v homogennim gra-
vitacnim poli
1. Budeme uvazovat pouze jeden stupen volnosti n = 1.

2. Budeme uvazovat kartézskou souradnici z smérujici vzhiiru v homogennim gravita¢nim poli
o intenzité g smérujicim dold.

3. 2

4. Kinetickd energie T = imz?.

5. Potencialni energie V = mgz.

6. Lagrangian
1
L=T-V = §mz'2—mgz.

7. Derivujeme

oL . 0L
0:

Sestavime a vyresime diferencialni rovnici

d 1
&(m,é)—i—mgzo = Z=—-g = =1y —gt = z:zo—l—vot—ith,
kde zy je poc¢atecni poloha hmotného bodu a vy je pocatecni rychlost.

V piipadé, ze bychom umoznili pohyb i v osdch = a y a nepfidali Zddny dalsi potencidl (a tedy
silu), pak by pohyb v téchto osich probihal stejné jako pohyb volného hmotného bodu.

1.5 Naklonéna rovina

Budeme uvazovat naklonénou rovinu se sklonem a vici vodo-
rovné podlozce (a konstantnim v Case) a pouze jeden stupen
volnosti (téleso se muze pohybovat jenom ve sméru sklonu
a ne kolmo na néj — pripadné by se mohl pohybovat jako
volny hmotny bod v tomto sméru). Na nasi experimentélni
naklonénou rovinu ale budeme pokladat rizné predméty. Pro
vSechny podpriiklady budou stejné body postupu 1, 2, 3 a 5 —
ty si tedy vypisme a budeme Tesit nasledné jednotlivé 4, 6 a 7.

L. n=1 Obréazek 1.2: Nakres naklonéné roviny
. a soufadnic. Znézornén je valec, ale
2. x=qcosa,y = —qsina. . . 1. v .
stejné souradnice vyuzivame i u osta-
3. & =qcosa,y = —¢sina. tnich podiloh

5. V. =mgy = —mggsina.



1.5.1 Krabicka na naklonéné roviné
V této tloze mame prosté polozenou krabicku hmotnosti m na naklonéné roviné, kterd ma nulové

treni o desku a sjizdi po ni doli bez jakékoliv rotace.

4.
1 9 2y L
T—§m(:v +y)—§mq .
6. 1
L:T—Vzimq'2—mgqsina.
7.
oL _ oL ) d (OL ;
— =mgsina, —=m — = =m

mg —mgsina =0

1
j=gsina = q(t) = §gsinat2+v0t+qo,

kde vy a qo jsou integrac¢ni konstanty.

1.5.2 Duty tenkosténny valec

V této podiloze mame duty tenkosténny valec — muzeme si to predstavit jako napriklad tu nejvetsi
cast pera, kterou drzime a kterd nema zadnou napln a je tenka nebo plechovku bez podstav. Vialec
mé polomér r a hmotnost m. Plati r¢ = ¢. Moment setrva¢nosti dutého tenkého valce je J = mr2.

4.
1 1 1 1

T = gm (& +§) + 5J¢" = gmd® + gmr’y? = md?

6.
L=T-V =mg¢*>— mgqgsin

7.

oL _ oL Sy d (0L o

— = mgsina T =2m T | 5. | =<«m

1
2mi — mgsina =0, = éj:gsina, = Q(t)zzgsin@tQ‘Fvot"‘%-

1.5.3 Plny valec

V této uloze se utkame s plnym homogennim valcem s polomérem r. Plati r¢ = ¢. Moment setrvac¢nosti

plného valce je J = %mrQ.

4.
1 1 1 1 3
T — 22 402 + ~J2 = —mi? + —mr2d? = Sma? .
Qm(x + 7 )—|—2Jg0 i+ mrte” = omg
6. 5
L:T—V:chf—mgqsinoz.
7.
a—L—m sin a—L—§m i (97[/ —§m"
5g ISR e T M g\ ) T M
—m{j—mgsina =0, = ¢= - sina, = q(t):§gsmat + vt + qq -

2



1.5.4 Koule

Zavérem naseho valeni, tedy valeni po naklonéné roviné, se podivame na plnou homogenni kouli s
2

polomérem r. Plati r¢p = ¢. Moment setrvacnosti koule je J = 5mr2.

4.

1 1 1 1 7
Tzim(:bQ—i—yQ)—l—?]ng:§mq2+5mr2¢zzﬁmq2.
6.
T .
L=T—-V =—m¢° —mggsinc.
10
7.
oL . oL 7 _d(aL) 7.
— =mgsina, — = -mg, —(—=—) = =m
8g IR Y s TEM i g T 5
7T . .99 . 5 . 2
-m§—mgsina=0 = {=-—sina = q(t)=-—gsinat® + vot + qo

) 7 14

1.6 Pruzina

1.6.1 Nehmotna pruzina

Mame hmotny bod o hmotnosti m na konci nehmotné pruziny tuhosti k.
Pruziné dovolime pohyb pouze podél jeji osy — souradnice y. Neuvazujeme
tithové pole.

1.n=1
2.y AY
3.
4. T = smy?
_ T0
5. V= %k‘yQ.
6.
1Ly 1,
L=T-V= imy - iky . Obrazek 1.3: Pruzinka
s (trochu vétsim) hmotnym
7. Provedeme derivace bodem
oL I oL . d [OL ;
_ = —=m _ e = m

které dosadime do rovnice. Vychazi nam jednoducha diferencialni
rovnice druhého tadu. Rovnici mizeme tesit pres charakteristicky
polynom.

k k k
mij+ky=0 = j§+—y=0, N4+ —=0, = A\g==ij/—,
m m m
¢imz dostavame primo vysledek, ktery se zda byt komplexni

y(t) = Ble_i\/gt + Bgei\/gt ,



nicméné i vzhledem k tomu, ze rovnice byla puvodné redlna a ze se jedna o kmitani pruziny,
muzeme Upravami ziskat néasledujici vyjadreni, ktera jsou jiz realna

y(t) = Cysin ﬁt + C5 cos \/? = Asin (\/?t + %) :
m m m

kde A, By, Bs, C1, Cy a g jsou integracni konstanty, jejichz hodnotu zjistime dosazenim pocatecnich
podminek.

1.6.2 Hmotna pruzina

V ¢em se bude lisit postup? Hmotnost zavazi si nechame oznacenou m, aby se ndm to nepletlo, a hmot-
nost pruziny oznac¢ime jako M. Hmotnost pruziny se nam bude pricitat néjakym dilem k hmotnosti
zavazi. Jakym? To zjistime tak, Ze uréime kinetickou energii kmitajici pruziny (v nasem predchozim
postupu se bude tedy lisit az bod 4). Délku pruziny oznacime jako L, jeji délkovou hustotu pak A\ =
= m/L, tedy element pruziny je dm = Adz. Proménnou z budeme pouzivat, pro vétsi prehlednost,
ale stale jde o pohyb ve sméru y, jak byla ptivodni souradnice. Rychlost elementu vzdédleného z od
pocéatku soustavy soutadné bude Z = ¢z/L. Dostavame

1 z\2 L 1 1\2 [* 1 N2 L3 1
a7, = 0 (7) dz, = ./’zﬂzzA'Q() /ﬂ e = NP (1) 5 = M
T oMA\L) o rT ML) ), T T2 \L) 3T
Hmotnost pruziny se uplatni z jedné tretiny. Celkova kineticka energie bude tedy opravena o tuto
kinetickou energii pruziny a dostaneme obdobny vysledek.

4.
1 1
T— - M) a2
2(m+3 )y
0. 1 1 1
L=T—-V=-= M) 02— kiR
2(m+3 )y 2"

7. Kdyz provedeme derivace, tak ziskdme rovnici

1
(m—i—gM)jj—i—k’y:O.

Cimz padem se nam vysledek bude jenom lisit tak, Zze k hmotnosti m pri¢teme tiretinu hmotnosti
pruziny a vysledek je tedy

—i [ —Ert i | —Ert
y(t) = Bie V"5 4 Boe Vo d
k k
= Cysin | ——;t +C t
18in — % 2 COS — %
k
= Asi — 1+ .
sin ( — % gp())

Jak vidime, tak diky tomu, Ze je pruzina hmotna, ma o néco mensi thlovou frekvenci kmiti
a tedy o néco delsi periodu kmit.




1.7 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je hmotny bod (hmotnost m) na nehmotném zavésu
délky [. Uvazujeme pouze malé kmity. Pocatek soustavy souradné je

v misté upevnéni kyvadla. Uhel vychyleni z rovnovazné polohy pak na- A
zveme . Y
1. Uvazujeme pouze kmity v roviné, tedy dvourozmérném prostoru, >
a mame zde jednu vazbu — tedy pocet stupnu volnosti je n = 1. T
2. x =Isina,y = —lcosa.
3. & =lcosad,y = lsinad. «
4. T = Im(i® + §?) = tmi%a2. l
5. V. =mgy = —mgl cos a.
m
6. .
_ _ 2.2
L=T-V=gmi®" +mglcosa. Obrazek 1.4: Naért kyvadla
7.
a—L— mgl sin o a—L—mZQO'z d a—L = mi%é
oo C da TR ’

ml*é +mglsina =0 = d—i—%sinazo.

V této chvili provedeme aproximaci sina &~ « pro malé «. Dostavame pak rovnici stejnou jako
u pruzinky

d+%oé:0’ = azASiﬂ(ﬁt—l—goo),

kde A a g jsou integracni konstanty:.

1.8 Kulicka v misce

Do kulové misky poloméru R vlozime homogenni kulicku hmotnosti m a poloméru a < R. Kuli¢ka
vypusténa z klidu se v homogennim tihovém poli g vali po misce bez prokluzovani a jeji stted kona
kmity kolem rovnovazné polohy. Pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu naleznéte periodu
téchto kmitt.

1. Vzhledem k tomu, ze kulicku poustime z klidu, soucasné predpokladame, ze miska je v klidu
a nemame zde zadné dalsi sily kromé tihové, tak nam staci uvazovat jeden stupen volnosti n = 1.

2. Jako nezavislou soutadnici, ktera se bude v case ménit, zvolime thel ¢ vychyleni kulicky vici

r=(R—a)sinp,y=—(R—a)cosp.
3. 1= (R—a)cospp,y = (R — a)sinpp.

4. Kineticka energie je v tomto prikladu souctem kinetické a rotacni energie. Rota¢ni energii uréime
na tom zakladé, ze zname moment setrvacnosti koule I = %ma2 a toho, ze pokud kulicka
neprokluzuje, pak se musi otacet tak, ze ma tthlovou rychlost w = %gb.

2

1 12 1 2
R = R I (CE
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5. V. =mgy = —mg(R — a) cos p.

6.

L:T—szm((R—a)Q—l—gRQ) ¢* +mg (R —a)cos .

2
0,L = —mg(R—a)sing, 9,1 =m ((R a4 5R2> b
d s 2\

P - RS AT
dta‘p m((R a) +5R)go

2
m((R—a)2+5R2)gb+mg(R—a)sincp:0,

Dle zadani se ma jednat o malé kmity, takze provedeme standardni aproximaci
sinp & ¢[+0(¢%)].
R—a
®+ 9 ; )2 p=0.
(R—a)" + 5R2

2

Konstantu v rovnici si oznac¢ime, vhodné, jako w
trigonometrické funkce.

a hned v tom vidime rovnici, jejiz Teseni jsou

g(R—a)
(R—a)® + §R2

gb+w2g0:0, = (0 = QOmax COSWE = QOax COS t],

Resen{ je pevné dano pocateéni podminkami. Dle zadani byla kulicka vypusténa z klidu, tj.
pocéatecni rychlost byla nulova a vychylka byla maximéalni. Toho jsme docilili zvolenim cos (z mozné
kombinace sin a cos). Perioda kmitu je pak 7' = %T‘

Pokud by byla kulicka opravdu mala, mohli bychom provést limitu

o9
-0 = — == -
a W R

1.9 Dvé krabicky spojené vlaknem na volné prokluzujicim
drevéném klinu

Prozatim jenom vysledek

G(my cos vy + mg cos an)
my+ me+ M

T =



1.10 Céstice v Morseho potencialu

Studujte jednorozmeérny pohyb castice hmotnosti m
v Morseho potencialu

V(z) = D(e 2 — 2e%%),

ktery muze pomérné dobte popisovat interakci v mo-
lekulach tvorenych dvéma atomy, pricemz D a « jsou
kladné konstanty. x zde vystupuje jako vzdalenost
dvou atomt — tedy nemiize byt zaporna. Prostudujte
extrémy potencialu.

0. Extrémy potencialu mtzeme urcit ihned pomoci
derivace V' (x) podle souradnice x. Nejprve pro-
vedeme prvni derivaci, kterou polozime rovnou
nule

-025
—04f
-06"

-08"

-1.0f

Obréazek 1.5: Graf Morseho potencialu
proa=1=D

0,V (z) =2aD(e™ ™ —e %) =0,
efa:r — 67204:):7
ar = 2ax, = r=0.

Vidime tedy, ze pokud ma potencidl extrém, tak se miize nalézat pouze v x = 0. Vypocitejme

i druhou derivaci

02V () = 207 D(2e72% — 7 %)

?

022V (0) = 2a*D > 0.

Pokud se tedy divdme na funkci V(z) na celém R, tak je jediné minimum v bodé x = 0. Zdporné
hodnoty nechceme uvazovat. Pro x — 400 se hodnoty funkce blizi nule, coz bychom od potencialu

také ocekavali.

1. V zadani mame uvedeno, ze se jedna o jednorozmérny pohyb, tedy n = 1.

2. Ze zadani je ziejmé, ze jde o kartézskou souradnici x.

3. &

-2

4. T = =ma=.

1
2
5. V méame v zadani.

6. L=T -V =imi*+ D(2e " — ¢ 27) |

0, L = —0,V = 2aD(e 2"

Dostavame rovnici

—e ), 0;L=mz.

mi = 2aD (6_2‘” - e_o‘x) ,

kterou bychom mohli vytesit, ale neni to zrovna snadno fesitelna rovnice a vysledek, co vam hodi
Wolfram je nepékny, takze se tim ani nebudeme zabyvat dale.
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1.11 Céstice v Lennard-Jonesové potencialu
()2
1.12 Matematické kyvadlo na pruziné

Predstavme si, ze si upgradujeme matematické kyvadlo tim, zZe jej
zavésime na pruzinu tuhosti k a klidové délky Iy (délka [ bude tentokrat

casoveé zavisla velicina). Uvazujme opét kmity v jedné roviné. A
Y
1. Pocet stupnti volnosti, pokud je pohyb omezeny na rovinu, je n = 2.
Vhodné je zvolit thel «, jako u matematického kyvadla a prod- >
louzeni pruziny Al vadi klidové délce Iy, tj. I = Iy + Al. T
2. x=lsina= (lp+Al)sina, y=—(lp+ Al)cosa. o L
. . » L0
3. & =Alsina+ (lp + Al)cosac, §=—Alcosa+ (ly+ Al)sin ad.
4 m
1 .92 .9
1 . 2 . [ NTZ
=_-m {(Al sin a) + 2 (lop + Al) Alsin a cos ac Obrz%z‘ek 1'6; Nagrt kyg@dla,
2 které je soucasné pruzinkou
. 2
+ ((Io + Al) cos aq)” + (Al cos a)

—2(ly + Al) Al sin a cos aé + (I + Al) sin ad)ﬂ
o 1 c o2 2 .9
= 5m(Al + (o + Al 6?)
To by slo nahlédnout i jednoduseji zamyslenim nad tim, ze prvni ¢len

odpovida kinetické energii hmotného bodu ve sméru délky pruziny
a druhy ¢len je na néj kolmy.

D.
1 1
V =mgy + §k:Al2 = —mg(lo + Al) cos a + EkAP .
6.
1 72 2.2 1 2
L=T-V= §m(Al + (lp + Al)“ & )+mg(lo+Al)cosa—§kAl :
7.

0oL = —mg(lo + Al)sina, sl = m(ly + Al)?c,

d .
3 0al = 2m (lo + A1) Alé+m (o + A,

. d .
Ol = m(lp+Al)&*+mgcosa—kAl, x5 L =mAl, &aAzL = mAl.

Dostavame soustavu rovnic

m(ly + A?& + 2m(ly + Al)aAL 4+ mg(ly + Al)sina = 0,
mAl —m(ly + Al)é® — mgcosa + kAl =0,
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(o + Al)é + 26Al + gsina = 0,

Al — (Iy + Al)a? —gcosa—i—ﬁAl =0.
m

No a takovyhle sajrajt komplikovany systém diferencidlnich rovnic neumime nijak jednoduse
analyticky obecné vytesit. Mohli bychom se zase zamérit na malé vychylky a polozit sina ~ «a a
cosa~1— %2 ¢i dokonce jenom 1. Bylo by sice zajimavé odhadovat, ktera derivace je méné dilezita
a proto by se dala zanedbat, ale pokud zanedbame jenom jeden clen, zlstanou rovnice relativné
neprijemné provazané. Takze kdyz mame k dispozici pocitac, tak si miizeme rovnice numericky nasi-
mulovat (naptiklad ve Wolfram Mathematice).
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