
Kapitola 1

Lagrangeovy rovnice II. druhu prakticky

Verze 0.51 – př́ıpadné připomı́nky pǐste na karel@fykos.cz

1.1 Pojmy, úvodńı poznámky
Tento text je věnován vysvětleńı Lagrangeových rovnic z uživatelského a aplikačńıho hlediska. Ne-
budeme se věnovat jejich odvozeńı a d̊ukazu jejich korektnosti. Budeme se věnovat, ze začátku pri-
mitivńım, úlohám, na které je využit́ı tohoto postupu jako ”kanón na vrabce“, ale pro pochopeńı
základ̊u použit́ı je vhodné zač́ıt u takto jednoduchých úloh. Uvid́ıme, že nám tato metoda dává
stejné výsledky jako Newtonovy pohybové rovnice. Elegantnosti pak bude možné využ́ıt později na
složitěǰśıch úlohách.

Nejprve několik poznámek k tomu, co budeme dělat a jak.

Teoretická mechanika Budeme využ́ıvat klasickou, deterministickou mechaniku bez relativis-
tických, kvantových a př́ıpadných daľśıch efekt̊u. Pokud neńı řečeno jinak, řeš́ıme situaci v inerciálńı
soustavě souřadné. Postup lze zobecnit např́ıklad pro speciálńı teorii relativity, ale tento text je sṕı̌se
úvodńı.

Souřadnice a stupně volnosti Budeme použ́ıvat jak kartézské (x, y, z), tak křivočaré souřadnice
(q1, q2, q3) tak, abychom použili počet souřadnic přesně odpov́ıdaj́ıćı počtu stupň̊u volnosti – t́ım bude
pohyb plně popsán a současně nebudeme zbytečně uvažovat nadbytečné souřadnice. Stupeň volnosti
je, jak název napov́ıdá, jeden rozměr, ve kterém se může hmotný bod či těleso pohybovat. Pro lepš́ı
pochopeńı, jak určit tento počet uved’me několik ukázek

• Hmotný bod, který se může pohybovat pouze v jedné př́ımce, má jeden stupeň volnosti. Obecněji
pak jde o jeden stupeň volnosti, pokud se může pohybovat bod po nějaké křivce.

• Hmotný bod, který se může pohybovat v rovině, má dva stupně volnosti. Tuto rovinu ale můžeme
mı́t např́ıklad i nějak zahnutou, tedy pokud je hmotný bod vázán na sféru, pak jde také o dva
stupně volnosti.

• Těleso, např. deska či disk, pohybuj́ıćı se pouze v jedné rovině, ale s možnost́ı se otáčet v jedné
ose, má tři stupně volnosti. Jde o dva translačńı (v jedné a druhé ose) a třet́ı je pak rotačńı.

• Hmotný bod v tř́ıdimenzionálńım prostoru má tři stupně volnosti.
• Těleso v tř́ıdimenzionálńım prostoru má šest stupň̊u volnosti. Jde o tři translačńı, jako má

hmotný bod, a nav́ıc tři rotačńı, protože se může otáčet kolem svých tř́ı os.
• Dva hmotné body v 3D prostoru maj́ı 6 stupň̊u volnosti.
• Každá částice v jednoatomovém ideálńım plynu má 3 stupně volnosti. Tedy plyn o N částićıch

má 3N stupň̊u volnosti.
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• Za rozumných předpoklad̊u o nepř́ılǐs vysoké teplotě můžeme předpokládat, že dvouatomová
molekula má 5 stupň̊u volnosti, protože atomy můžeme relativně dobře považovat za hmotné
body (když se otoč́ı, tak nepoznáme rozd́ıl) a chemická vazba je vazba, která v tomto př́ıpadě
ubere jeden stupeň volnosti.

• Obecně plat́ı, že počet stupň̊u volnosti je počet stupň̊u volnosti volných bod̊u, částic či těles
bez počtu vazeb. Pro molekuly (za rozumných předpoklad̊u o nepř́ılǐs vysoké teplotě) tedy plat́ı
n = 3N − v, kde je počet chemických vazeb.

Obrázek Vždycky je dobré si k dané úloze nejdř́ıv nakreslit přehledný obrázek a zavést si co nej-
vhodněǰśı soustavu souřadnou. Důležité je mı́t jasno v tom, jaké souřadnice využ́ıváme a jaký budou
mı́t vztah k potenciálńı energii. V tomto textu jsou obrázky jenom někde, což je ale zejména kv̊uli
lenosti kreslit všechny obrázky pěkně na poč́ıtači.

Odporové śıly Pro jednoduchost budeme uvažovat pohyb bez odporových sil, a tedy konzervativńı
potenciálová pole. Metoda by se dala sice dále o nekonzervativńı pole rozš́ı̌rit, ale tomu se věnovat
nebudeme.

Značeńı Kinetická energie se ve vysokoškolské literatuře většinou znač́ı T a potenciálńı energie V
a toto značeńı budeme v tomto textu dodržovat. T́ıhové zrychleńı budeme značit g.

Explicitně si v odstavci o souřadnićıch všimněte, že se horńı pravý index nebude vždy použ́ıvat
pro mocniny, ale i pro udáńı souřadnice. Pokud jsou vaše souřadnice qi, pak jejich n-tá mocnina bude
(qi)n, tedy např́ıklad druhá mocnina třet́ı souřadnice bude (q3)2. Pokud bychom chtěli třet́ı a vyšš́ı
derivaci, což asi cht́ıt nebudeme, ale kdyby, tak bychom značili k-tou derivaci i−té souřadnice jako
(qi)(n) – rozlǐseńı jestli jde o mocninu či o derivaci spoč́ıvá ve využit́ı závorek. Pokud bychom chtěli
třeba druhou mocninu třet́ı derivace čtvrté souřadnice, pak bychom psali

(
(q4)(n))2

. Pozor na to, že

zaměněńı pořad́ı derivace a mocněńı (většinou) dá jiný výsledek, např.
(
(q4)2)(n)

.
Časové derivace pak znač́ıme pomoćı teček, tedy ẋ je prvńı časová derivace souřadnice x, obdobně

ẍ je druhá časová derivace x. Dávejte si pozor na rozd́ıl úplnými a parciálńımi derivacemi. Značeńı
jinak využ́ıváme stejné jako v textu o derivaćıch.

1.2 Obecný postup
1. Ideálně si nakresĺıme obrázek/náčrtek nebo se minimálně zamysĺıme nad naš́ım problémem.

Urč́ıme počet stupň̊u volnosti n a zavedeme vhodné zobecněné souřadnice qj, j = 1, . . . , n (tedy
n parametr̊u qj jednoznačně popisuj́ıćıch pohyb soustavy v souladu s vazbami).

2. Vyjádř́ıme kartézské souřadnice xi pomoćı zobecněných souřadnic qj, tj. urč́ıme vztahy xi(qj, t),
kde i = 1, . . . , 3N , j = 1, . . . , n (kde N je počet částic).

3. Vypočteme kartézské rychlosti

ẋi = dxi

dt
≡ d

dt

[
xi
(
qj (t) , t

)]
.

4. Dosazeńım do definice kinetické energie

T = 1
2

3N∑
i=1

mi

(
dxi

dt

)2

źıskáme T = (qj, q̇j, t). V př́ıpadě, že máme tuhé těleso, tak nesmı́me zapomenout i rotačńı
energii. Přesněji bychom totiž měli integrovat přes malé kousky a rychlosti těchto malých kousk̊u.
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5. Dosazeńım xi(qj, t) do potenciálu energie V (xi) vypočteme V (qj, t).

6. Stanov́ıme Lagrangeovu funkci (Lagrangián) L = T − V .

7. Derivováńım Lagrangeovy funkce źıskáme Lagrangeovy pohybové rovnice

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0 .

Tyto rovnice pak řeš́ıme. Obvykle se snaž́ıme analyticky, když to lze, ale můžeme je také řešit
numericky.

1.3 Volná hmotná částice

x

z

m

y

Obrázek 1.1: Souřadnice bodu

Jedná se pouze o velice jednoduchý př́ıklad na ilustraci principu
použit́ı Lagrangeových rovnic. Výsledek neńı nijak překvapivý a je-
nom ověř́ıme, že plat́ı prvńı Newton̊uv zákon, tedy že těleso, na
které nep̊usob́ı nějaká výsledná śıla, se pohybuje v inerciálńı sou-
stavě souřadné rovnoměrně př́ımočaře či z̊ustává na mı́stě.

1. Počet stupň̊u volnosti n = 3.

2. Pro řešeńı je vhodné použ́ıt kartézské souřadnice.

3. ẋ, ẏ, ż

4. Kinetická energie T = 1
2m(ẋ2 + ẏ2 + ż2).

5. Potenciálńı energie (částice je volná) V = 0.

6. Lagrangián

L = T − V = 1
2m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) .

7. Derivujeme

∂L

∂ẋ
= mẋ ,

∂L

∂ẏ
= mẏ ,

∂L

∂ż
= mż ,

∂L

∂x
= ∂L

∂y
= ∂L

∂z
= 0

Sestav́ıme pohybové diferenciálńı rovnice. V tomto př́ıpadě jsou tři, protože máme tři stupně volnosti
a jsou nezávislé, protože pohyb v jednotlivých osách je nezávislý.

d
dt

(mẋ) = mẍ = 0 , mÿ = 0 , mz̈ = 0 ⇒ ẍ = 0 , ÿ = 0 , z̈ = 0 .

Integrováńım rovnic dostáváme ẋ = C1 ⇒ x = C1t + C2 , y = C3t + C4 , z = C5t + C6 , kde
C1, C2, C3, C4, C5 a C6 jsou konstanty odpov́ıdaj́ıćı počátečńım podmı́nkám. Tedy jak vid́ıme, že to
jsou konstanty odpov́ıdaj́ıćı počátečńı poloze a počátečńı rychlosti. Můžeme je samozřejmě označit
jinak, např. x = vxt + x0 , y = vyt + y0 , z = vzt + z0 .
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1.4 Svislý vrh (vzh̊uru/dol̊u/volný pád) v homogenńım gra-
vitačńım poli

1. Budeme uvažovat pouze jeden stupeň volnosti n = 1.

2. Budeme uvažovat kartézskou souřadnici z směřuj́ıćı vzh̊uru v homogenńım gravitačńım poli
o intenzitě g směřuj́ıćım dol̊u.

3. ż

4. Kinetická energie T = 1
2mż2.

5. Potenciálńı energie V = mgz.

6. Lagrangián
L = T − V = 1

2mż2 − mgz .

7. Derivujeme
∂L

∂ż
= mż ,

∂L

∂z
= −mg .

Sestav́ıme a vyřeš́ıme diferenciálńı rovnici

d
dt

(mż) + mg = 0 ⇒ z̈ = −g ⇒ ż = v0 − gt ⇒ z = z0 + v0t − 1
2gt2 ,

kde z0 je počátečńı poloha hmotného bodu a v0 je počátečńı rychlost.
V př́ıpadě, že bychom umožnili pohyb i v osách x a y a nepřidali žádný daľśı potenciál (a tedy

śılu), pak by pohyb v těchto osách prob́ıhal stejně jako pohyb volného hmotného bodu.

1.5 Nakloněná rovina

α

x

y

q

Obrázek 1.2: Nákres nakloněné roviny
a souřadnic. Znázorněn je válec, ale
stejné souřadnice využ́ıváme i u osta-
tńıch podúloh

Budeme uvažovat nakloněnou rovinu se sklonem α v̊uči vodo-
rovné podložce (a konstantńım v čase) a pouze jeden stupeň
volnosti (těleso se může pohybovat jenom ve směru sklonu
a ne kolmo na něj – př́ıpadně by se mohl pohybovat jako
volný hmotný bod v tomto směru). Na naši experimentálńı
nakloněnou rovinu ale budeme pokládat r̊uzné předměty. Pro
všechny podpř́ıklady budou stejné body postupu 1, 2, 3 a 5 –
ty si tedy vypǐsme a budeme řešit následně jednotlivé 4, 6 a 7.

1. n = 1.

2. x = q cos α, y = −q sin α.

3. ẋ = q̇ cos α, ẏ = −q̇ sin α.

5. V = mgy = −mgq sin α.
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1.5.1 Krabička na nakloněné rovině
V této úloze máme prostě položenou krabičku hmotnosti m na nakloněné rovině, která má nulové
třeńı o desku a sj́ıžd́ı po ńı dol̊u bez jakékoliv rotace.

4.
T = 1

2m
(
ẋ2 + ẏ2

)
= 1

2mq̇2 .

6.
L = T − V = 1

2mq̇2 − mgq sin α .

7.
∂L

∂q
= mg sin α ,

∂L

∂q̇
= mq̇ ,

d
dt

(
∂L

∂q̇

)
= mq̈ ,

mq̈ − mg sin α = 0

q̈ = g sin α ⇒ q(t) = 1
2g sin αt2 + v0t + q0 ,

kde v0 a q0 jsou integračńı konstanty.

1.5.2 Dutý tenkostěnný válec
V této podúloze máme dutý tenkostěnný válec – můžeme si to představit jako např́ıklad tu největš́ı
část pera, kterou drž́ıme a která nemá žádnou náplň a je tenká nebo plechovku bez podstav. Válec
má poloměr r a hmotnost m. Plat́ı rφ̇ = q̇. Moment setrvačnosti dutého tenkého válce je J = mr2.

4.
T = 1

2m
(
ẋ2 + ẏ2

)
+ 1

2Jφ̇2 = 1
2mq̇2 + 1

2mr2φ̇2 = mq̇2

6.
L = T − V = mq̇2 − mgq sin α

7.
∂L

∂q
= mg sin α ,

∂L

∂q̇
= 2mq̇ ,

d
dt

(
∂L

∂q̇

)
= 2mq̈ ,

2mq̈ − mg sin α = 0 , ⇒ q̈ = g

2 sin α , ⇒ q(t) = 1
4g sin αt2 + v0t + q0 .

1.5.3 Plný válec
V této úloze se utkáme s plným homogenńım válcem s poloměrem r. Plat́ı rφ̇ = q̇. Moment setrvačnosti
plného válce je J = 1

2mr2.

4.
T = 1

2m(ẋ2 + ẏ2) + 1
2Jφ̇2 = 1

2mq̇2 + 1
4mr2φ̇2 = 3

4mq̇2 .

6.
L = T − V = 3

4mq̇2 − mgq sin α .

7.
∂L

∂q
= mg sin α ,

∂L

∂q̇
= 3

2mq̇ ,
d
dt

(
∂L

∂q̇

)
= 3

2mq̈ ,

3
2mq̈ − mg sin α = 0 , ⇒ q̈ = 2g

3 sin α , ⇒ q(t) = 1
3g sin αt2 + v0t + q0 .
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1.5.4 Koule
Závěrem našeho váleńı, tedy valeńı po nakloněné rovině, se pod́ıváme na plnou homogenńı kouli s
poloměrem r. Plat́ı rφ̇ = q̇. Moment setrvačnosti koule je J = 2

5mr2.

4.
T = 1

2m(ẋ2 + ẏ2) + 1
2Jφ̇2 = 1

2mq̇2 + 1
5mr2φ̇2 = 7

10mq̇2 .

6.
L = T − V = 7

10mq̇2 − mgq sin α .

7.
∂L

∂q
= mg sin α,

∂L

∂q̇
= 7

5mq̇,
d
dt

(∂L

∂q̇
) = 7

5mq̈,

7
5mq̈ − mg sin α = 0 ⇒ q̈ = 5g

7 sin α ⇒ q(t) = 5
14g sin αt2 + v0t + q0

1.6 Pružina

1.6.1 Nehmotná pružina

y

0

Obrázek 1.3: Pružinka
s (trochu větš́ım) hmotným
bodem

Máme hmotný bod o hmotnosti m na konci nehmotné pružiny tuhosti k.
Pružině dovoĺıme pohyb pouze podél jej́ı osy – souřadnice y. Neuvažujeme
t́ıhové pole.

1. n = 1.

2. y

3. ẏ

4. T = 1
2mẏ2.

5. V = 1
2ky2.

6.
L = T − V = 1

2mẏ2 − 1
2ky2 .

7. Provedeme derivace

∂L

∂y
= −ky ,

∂L

∂ẏ
= mẏ ,

d
dt

(
∂L

∂ẏ

)
= mÿ ,

které dosad́ıme do rovnice. Vycháźı nám jednoduchá diferenciálńı
rovnice druhého řádu. Rovnici můžeme řešit přes charakteristický
polynom.

mÿ + ky = 0 ⇒ ÿ + k

m
y = 0 , λ2 + k

m
= 0 , ⇒ λ1,2 = ±i

√
k

m
,

č́ımž dostáváme př́ımo výsledek, který se zdá být komplexńı

y(t) = B1e
−i

√
k
m

t + B2e
i
√

k
m

t ,
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nicméně i vzhledem k tomu, že rovnice byla p̊uvodně reálná a že se jedná o kmitáńı pružiny,
můžeme úpravami źıskat následuj́ıćı vyjádřeńı, která jsou již reálná

y(t) = C1 sin
√

k

m
t + C2 cos

√
k

m
t = A sin

√ k

m
t + φ0

 ,

kde A, B1, B2, C1, C2 a φ0 jsou integračńı konstanty, jejichž hodnotu zjist́ıme dosazeńım počátečńıch
podmı́nek.

1.6.2 Hmotná pružina
V čem se bude lǐsit postup? Hmotnost závaž́ı si necháme označenou m, aby se nám to nepletlo, a hmot-
nost pružiny označ́ıme jako M . Hmotnost pružiny se nám bude přič́ıtat nějakým d́ılem k hmotnosti
závaž́ı. Jakým? To zjist́ıme tak, že urč́ıme kinetickou energii kmitaj́ıćı pružiny (v našem předchoźım
postupu se bude tedy lǐsit až bod 4). Délku pružiny označ́ıme jako L, jej́ı délkovou hustotu pak λ =
= m/L, tedy element pružiny je dm = λdz. Proměnnou z budeme použ́ıvat, pro větš́ı přehlednost,
ale stále jde o pohyb ve směru y, jak byla p̊uvodńı souřadnice. Rychlost elementu vzdáleného z od
počátku soustavy souřadné bude ż = ẏz/L. Dostáváme

dTp = 1
2λẏ2

(
z

L

)2
dz , ⇒

ˆ L

0
Tp = 1

2λẏ2
( 1

L

)2 ˆ L

0
z2dz = 1

2λẏ2
( 1

L

)2 L3

3 = 1
6Mẏ2 .

Hmotnost pružiny se uplatńı z jedné třetiny. Celková kinetická energie bude tedy opravená o tuto
kinetickou energii pružiny a dostaneme obdobný výsledek.

4.
T = 1

2

(
m + 1

3M
)

ẏ2 .

6.
L = T − V = 1

2

(
m + 1

3M
)

ẏ2 − 1
2ky2 .

7. Když provedeme derivace, tak źıskáme rovnici(
m + 1

3M
)

ÿ + ky = 0 .

Č́ımž pádem se nám výsledek bude jenom lǐsit tak, že k hmotnosti m přičteme třetinu hmotnosti
pružiny a výsledek je tedy

y(t) = B1e
−i
√

k

m+ M
3

t

+ B2e
i
√

k

m+ M
3

t

= C1 sin
√√√√ k

m + M
3

t + C2 cos
√√√√ k

m + M
3

t

= A sin
√√√√ k

m + M
3

t + φ0

 .

Jak vid́ıme, tak d́ıky tomu, že je pružina hmotná, má o něco menš́ı úhlovou frekvenci kmit̊u
a tedy o něco deľśı periodu kmit̊u.
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1.7 Matematické kyvadlo

y

x

α

m

l

Obrázek 1.4: Náčrt kyvadla

Matematické kyvadlo je hmotný bod (hmotnost m) na nehmotném závěsu
délky l. Uvažujeme pouze malé kmity. Počátek soustavy souřadné je
v mı́stě upevněńı kyvadla. Úhel vychýleńı z rovnovážné polohy pak na-
zveme α.

1. Uvažujeme pouze kmity v rovině, tedy dvourozměrném prostoru,
a máme zde jednu vazbu – tedy počet stupň̊u volnosti je n = 1.

2. x = l sin α, y = −l cos α.

3. ẋ = l cos αα̇, ẏ = l sin αα̇.

4. T = 1
2m(ẋ2 + ẏ2) = 1

2ml2α̇2.

5. V = mgy = −mgl cos α.

6.
L = T − V = 1

2ml2α̇2 + mgl cos α .

7.
∂L

∂α
= −mgl sin α ,

∂L

∂α̇
= ml2α̇ ,

d
dt

(
∂L

∂ẏ

)
= ml2α̈ ,

ml2α̈ + mgl sin α = 0 ⇒ α̈ + g

l
sin α = 0 .

V této chv́ıli provedeme aproximaci sin α ≈ α pro malé α. Dostáváme pak rovnici stejnou jako
u pružinky

α̈ + g

l
α = 0 , ⇒ α = A sin

(√
g

l
t + φ0

)
,

kde A a φ0 jsou integračńı konstanty.

1.8 Kulička v misce
Do kulové misky poloměru R vlož́ıme homogenńı kuličku hmotnosti m a poloměru a < R. Kulička
vypuštěná z klidu se v homogenńım t́ıhovém poli g vaĺı po misce bez prokluzováńı a jej́ı střed koná
kmity kolem rovnovážné polohy. Pomoćı Lagrangeových rovnic druhého druhu nalezněte periodu
těchto kmit̊u.

1. Vzhledem k tomu, že kuličku poušt́ıme z klidu, současně předpokládáme, že miska je v klidu
a nemáme zde žádné daľśı śıly kromě t́ıhové, tak nám stač́ı uvažovat jeden stupeň volnosti n = 1.

2. Jako nezávislou souřadnici, která se bude v čase měnit, zvoĺıme úhel φ vychýleńı kuličky v̊uči
nejnižš́ımu mı́stu v misce (tj. od očividně rovnovážné polohy). Poloha těžǐstě kuličky bude
x = (R − a) sin φ, y = −(R − a) cos φ.

3. ẋ = (R − a) cos φφ̇, ẏ = (R − a) sin φφ̇.

4. Kinetická energie je v tomto př́ıkladu součtem kinetické a rotačńı energie. Rotačńı energii urč́ıme
na tom základě, že známe moment setrvačnosti koule I = 2

5ma2 a toho, že pokud kulička
neprokluzuje, pak se muśı otáčet tak, že má úhlovou rychlost ω = R

a
φ̇.

T = 1
2m(R − a)2φ̇2 + 1

2
2
5ma2

(
R

a

)2
φ̇2 = 1

2m
(

(R − a)2 + 2
5R2

)
φ̇2 .
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5. V = mgy = −mg(R − a) cos φ.

6.
L = T − V = 1

2m
(

(R − a)2 + 2
5R2

)
φ̇2 + mg (R − a) cos φ .

7.
∂φL = −mg(R − a) sin φ , ∂φ̇L = m

(
(R − a)2 + 2

5R2
)

φ̇ ,

d
dt

∂φ̇L = m
(

(R − a)2 + 2
5R2

)
φ̈ .

m
(

(R − a)2 + 2
5R2

)
φ̈ + mg (R − a) sin φ = 0 ,

Dle zadáńı se má jednat o malé kmity, takže provedeme standardńı aproximaci
sin φ ≈ φ[+O(φ3)].

φ̈ + g (R − a)

(R − a)2 + 2
5R2

φ = 0 .

Konstantu v rovnici si označ́ıme, vhodně, jako ω2 a hned v tom vid́ıme rovnici, jej́ıž řešeńı jsou
trigonometrické funkce.

φ̈ + ω2φ = 0 , ⇒ φ = φmax cos ωt = φmax cos


√√√√√ g (R − a)

(R − a)2 + 2
5R2

t

 ,

Řešeńı je pevně dáno počátečńı podmı́nkami. Dle zadáńı byla kulička vypuštěna z klidu, tj.
počátečńı rychlost byla nulová a výchylka byla maximálńı. Toho jsme doćılili zvoleńım cos (z možné
kombinace sin a cos). Perioda kmit̊u je pak T = 2π

ω
.

Pokud by byla kulička opravdu malá, mohli bychom provést limitu

a → 0 ⇒ ω →
√

5g

7R
.

1.9 Dvě krabičky spojené vláknem na volně prokluzuj́ıćım
dřevěném kĺınu

Prozat́ım jenom výsledek

ẍ = q̈(m1 cos α1 + m2 cos α2)
m1 + m2 + M
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1.10 Částice v Morseho potenciálu

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

y

Obrázek 1.5: Graf Morseho potenciálu
pro α = 1 = D

Studujte jednorozměrný pohyb částice hmotnosti m
v Morseho potenciálu

V (x) = D(e−2αx − 2e−αx) ,

který může poměrně dobře popisovat interakci v mo-
lekulách tvořených dvěma atomy, přičemž D a α jsou
kladné konstanty. x zde vystupuje jako vzdálenost
dvou atomů – tedy nemůže být záporná. Prostudujte
extrémy potenciálu.

0. Extrémy potenciálu můžeme určit ihned pomoćı
derivace V (x) podle souřadnice x. Nejprve pro-
vedeme prvńı derivaci, kterou polož́ıme rovnou
nule

∂xV (x) = 2αD(e−αx − e−2αx) = 0 ,

e−αx = e−2αx ,

αx = 2αx , ⇒ x = 0 .

Vid́ıme tedy, že pokud má potenciál extrém, tak se může nalézat pouze v x = 0. Vypoč́ıtejme
i druhou derivaci

∂xxV (x) = 2α2D(2e−2αx − e−αx) ,

∂xxV (0) = 2α2D > 0 .

Pokud se tedy d́ıváme na funkci V (x) na celém R, tak je jediné minimum v bodě x = 0. Záporné
hodnoty nechceme uvažovat. Pro x → +∞ se hodnoty funkce bĺıž́ı nule, což bychom od potenciálu
také očekávali.

1. V zadáńı máme uvedeno, že se jedná o jednorozměrný pohyb, tedy n = 1.

2. Ze zadáńı je zřejmé, že jde o kartézskou souřadnici x.

3. ẋ

4. T = 1
2mẋ2.

5. V máme v zadáńı.

6. L = T − V = 1
2mẋ2 + D(2e−αx − e−2αx) .

7.
∂xL = −∂xV = 2αD(e−2αx − e−αx) , ∂ẋL = mẋ .

Dostáváme rovnici

mẍ = 2αD
(
e−2αx − e−αx

)
,

kterou bychom mohli vyřešit, ale neńı to zrovna snadno řešitelná rovnice a výsledek, co vám hod́ı
Wolfram je nepěkný, takže se t́ım ani nebudeme zabývat dále.
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1.11 Částice v Lennard-Jonesově potenciálu

V (r) = K

((
r0

r

)12
−
(

r0

r

)6
)

1.12 Matematické kyvadlo na pružině

y

x

α

m

k, l0

Obrázek 1.6: Náčrt kyvadla,
které je současně pružinkou

Představme si, že si upgradujeme matematické kyvadlo t́ım, že jej
zavěśıme na pružinu tuhosti k a klidové délky l0 (délka l bude tentokrát
časově závislá veličina). Uvažujme opět kmity v jedné rovině.

1. Počet stupň̊u volnosti, pokud je pohyb omezený na rovinu, je n = 2.
Vhodné je zvolit úhel α, jako u matematického kyvadla a prod-
loužeńı pružiny ∆l v̊uči klidové délce l0, tj. l = l0 + ∆l.

2. x = l sin α = (l0 + ∆l) sin α , y = −(l0 + ∆l) cos α.

3. ẋ = ∆̇l sin α + (l0 + ∆l) cos αα̇ , ẏ = −∆̇l cos α + (l0 + ∆l) sin αα̇.

4.

T = 1
2m(ẋ2 + ẏ2)

= 1
2m

[(
∆̇l sin α

)2
+ 2 (l0 + ∆l) ∆̇l sin α cos αα̇

+ ((l0 + ∆l) cos αα̇)2 +
(
∆̇l cos α

)2

−2 (l0 + ∆l) ∆̇l sin α cos αα̇ + ((l0 + ∆l) sin αα̇)2
]

= 1
2m

(
∆̇l

2 + (l0 + ∆l)2 α̇2
)

To by šlo nahlédnout i jednodušeji zamyšleńım nad t́ım, že prvńı člen
odpov́ıdá kinetické energii hmotného bodu ve směru délky pružiny
a druhý člen je na něj kolmý.

5.
V = mgy + 1

2k∆l2 = −mg(l0 + ∆l) cos α + 1
2k∆l2 .

6.

L = T − V = 1
2m(∆̇l

2 + (l0 + ∆l)2α̇2) + mg(l0 + ∆l) cos α − 1
2k∆l2 .

7.
∂αL = −mg(l0 + ∆l) sin α , ∂α̇L = m(l0 + ∆l)2α̇ ,

d
dt

∂α̇L = 2m (l0 + ∆l) ∆̇lα̇ + m (l0 + ∆l)2 α̈ ,

∂∆lL = m(l0+∆l)α̇2+mg cos α−k∆l , ∂∆̇lL = m∆̇l ,
d
dt

∂∆̇lL = m∆̈l .

Dostáváme soustavu rovnic

m(l0 + ∆l)2α̈ + 2m(l0 + ∆l)α̇∆̇l + mg(l0 + ∆l) sin α = 0 ,

m∆̈l − m(l0 + ∆l)α̇2 − mg cos α + k∆l = 0 ,
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(l0 + ∆l)α̈ + 2α̇∆̇l + g sin α = 0 ,

∆̈l − (l0 + ∆l)α̇2 − g cos α + k

m
∆l = 0 .

No a takovýhle sajrajt komplikovaný systém diferenciálńıch rovnic neumı́me nijak jednoduše
analyticky obecně vyřešit. Mohli bychom se zase zaměřit na malé výchylky a položit sin α ≈ α a
cos α ≈ 1 − α2

2 či dokonce jenom 1. Bylo by sice zaj́ımavé odhadovat, která derivace je méně d̊uležitá
a proto by se dala zanedbat, ale pokud zanedbáme jenom jeden člen, z̊ustanou rovnice relativně
nepř́ıjemně provázané. Takže když máme k dispozici poč́ıtač, tak si můžeme rovnice numericky nasi-
mulovat (např́ıklad ve Wolfram Mathematice).
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